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Exercice 1 (Python) ‘

Etudier et représenter graphiquement (avec Python) la fonction f donnée par :

ex

f)=

e*—x’

On commencera par étudier le domaine de définition et celui de dérivabilité de la fonction.

> La fonction exp est définie sur R. De plus,on a:
VxeR, e*=x+1 donc e* #x

donc le dénominateur ne s’annule jamais. Donc f est définie sur R.

Les fonctions x — e* et x — —x sont dérivables sur R donc, par somme et quotient de fonctions dérivables
(le quotient ne s’annulant pas), la fonction f est dérivable sur IR.

> PourtoutxelR,ona:

e*(e* —x)—e*(e*-1)

flo= 22
3 e*(1-x)
(e -x)?

Donc f’(x) est du signe de 1 — x.
>Ona:

ef——0et —x +00

X——00 X——00

donc par opérations usuelles sur les limites :

f

X——00

La représentation graphique de f admet I’axe des abscisses pour asymptote lorsque x tend vers —oo.

Pour tout x € R, on a en simplifiant par e* :

flay=—
X)=—
1—xe™*
or, par croissances compareées :
xe ¥
X—+00
donc:
f(x) 1.
X—+00

La représentation graphique de f admet la droite d’équation y = 1 pour asymptote lorsque x tend vers +oo.

> On peut désormais dresser le tableau de variations de f.

X —o0 1 +00

f'(x) + 0 -

f(x) / e-1 \




> Pour représenter la fonction en Python, on peut utiliser le programme suivant.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return np.exp(x) / (np.exp(x) - x)

X = np.linspace(-3,7,100)
plt.plot (X, £(X))
plt.show()

On obtient le graphe suivant :
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Exercice 2

Soit u une suite arithmétique ne s’annulant pas. Montrer que pour tout entier naturel n, on a:

L 1 n+1

k=0 UkUk+1  UoUn+1

On suppose que u = () neN est une suite arithmétique de raison r.

o Premiere méthode : raisonnement par récurrence
Montrons par récurrence sur 'entier n € IN la propriété :

1 1 n+1
DP(n): « Z = ».
k=0 UkUk+1  UoUn+1
eOna:
o 1 1
k=0 UkUk+1  Uoll
d’ot1 £2(0).

¢ Soit n € N tel que 'on ait £ (n). Montrons que 'on a #(n + 1).
Lhypothese de récurrence 22 (n) permet d’écrire :

n+l1 1

:Z +

k=0 UkUk+1  j—o UkUk+1 Un+1Up+2
n+1 1
+

1t 1 1

UpUn+1 Up+1Up+2
(n+Dups2+ U

UpUp+1Un+2
La suite étant arithmétique de raison r,on a:
m+Dupo+ug=n+1)(Uup1+1)+ 1y

=+ Duye1+((n+1)r+ ugp)

=(n+Dups1+ Unn

d’ ol
il (N+2)upp
k=0 UkUk+1 UoUpn+1Upn+2
n+2
UoUn+2

etlona2?(n+1).

e Par récurrence, on a donc &2 (n) pour tout entier n € N c’est-a-dire :

n 1 n+1
VnelN, Z = .
k=0 UkUk+1  UoUn+1




o Deuxieme méthode : on utilise un télescopage

N réoalité L —1_ 1 .
On s’inspire de I'égalité -5 = + — 77 pour remarquer que :
1 1 Uj+1 — Uk 1 1 r
— - = donc — - =—
U U+l U Uk+1 U Uk+1  UrUg+1

d’ott pour tout n € N :

k=0 Uk j=0 uk+1)

N|l= S-S

or U1 =Up+(n+1)rdonc:

L 1 n+1

k=0 UkUk+1  UoUn+1




