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Exercice

On consideére la suite réelle (u,),,en définie par son premier terme 1, avec uy > 0, et la relation de
récurrence :

Vnz0,upe = un+ufl.
1. Etudier la convergence de la suite (1) neN.
2. Pourn=0onpose: v, = Zi,,ln(un).

a. Montrer que la suite (v,) ,eN est croissante et qu’a partir d'un certain rang (que I'on ne cherchera

pas a préciser),ona:
1

Uny1 S Up+ W

b. En déduire que la suite (v,) ,eN est convergente.
On notea la limite de la suite (v,;) neN et on ne cherchera pas a calculer a.

3. a. Montrer que pour tout x> —1,ona:In(l1 + x) < x.

b. En déduire que pour tous n et p dans N,on a:

1
Osvpip—vps
n+p n 2ny,
c. Montrer que :
2" —1n(uy) 0.
n—+oo

En déduire un équivalent de u, lorsque n tend vers l'infini.

n
4. Montrer que la suite ( Y ﬁ) converge.
k=0 """ ) peN

1. PourtoutneN,ona: De plus:
9 1
Ups1— Up = Uy, =0, ln(1+—)—>0,
Uy’ n—+oo
donc la suite (u;) est croissante. et 0 < 1 donc, a partir d'un certain rang, on a:

Si la suite (u,,) convergeait alors sa limite ¢ véri- 1
fierait £ = € + 02, soit £ = 0, ce qui est impossible ln(l + _) <l

Un
puisque la suite est croissante et que uy > 0. . , .
) . ) puis (sachant que I'expression de gauche est
Donc (uy) ne converge pas or c’est une suite crois-

sante donc : positive)
' 1 1
Un +oo. —ln(1+—)<—,
n—-+oo on+l Uy on+l
2. a. Pourtout nde N : ce qui induit:
1 1 1
Un+1 = VUn= Wln(un"'l) - 2_nln(u”) Un+1—Un S W
1 1
= ol In(un,(1+ up)) - PYEs) In(u?) b. Notons ng un entier a partir duquel on a la rela-
1 1+ u, tion précédente, alors pour tout entier n = np :
= ()
on+l u n-1 n-1 1
Lo Y (vei-v) € Y 5oy
= —ln(1+—) k=no k=no
on+l U, ] )
0 soit par télescopage :
>
n-1

donc | la suite (v,) est croissante ‘




puis, puisque % #1:

S g 2 o
1 1-5im
= ong+l 1 %
1 1
< (1= 5m)
271() 2n—no
1
< —.
2
On adonc:

= < _
Vn=ng, vy < U”0+2n0'

La suite v est croissante et majorée donc

U converge.

. Considérons la fonction f définie pour tout
x>-—1par:

fx) =In(1+x)—x.

Il s’agit d’'une différence de deux fonctions
usuelles dérivables donc f est dérivable sur
]-1,+oc0[etl'ona:

1 —-X
Vx>-1, ffx)=——-1ie f(x)=—.
NS 1+x F 1+x

Il s’ensuit que f’(x) est du signe de —x sur
] —1,+o0[ d’otl1 le tableau de variations de f :

X 0 +00

-1
fol ||+ o -
f(x) / 0\

On en déduit notamment :

Vx>-1, f(x) <0,

ce qui donne compte tenu de la définition de

f:

[Vx>-1,In(1+x) < x|

. Tout d’abord, la croissance de la suite v donne
I'inégalité de gauche.
On a vu que, pour tout k€ IN :

_ 1 1
Uk+1—Uk—W n(1+—)

et la question précédente donne donc pour
tout ke N:

1 1
2k+1 uk '

Visl — Vi S

Soit n € N et p € N, on déduit de la relation
précédente :

n+p-1 1 1

n+p-1
Z (Vk+1 - Vk) <
k=n

k+1 3,
k=n 2 Uk
soit, par télescopage :
n+p-1 1 1
Un+ - vn < T .

Comme la suite u est croissante, on a :

Vkelnn+p-1]1, ug = u, >0,

donc:
1 1
Vkelnn+p-1], — < —,
U Up
d’ ol
<n+p—1 1 1
1 — Uy < )
puis :
1 1 Pl
1 — Uy < )
n+p n 2n+1 kgo 2](7

Un+p—Un<

et finalement :

0$Un+p—l)n$m.
n

. La relation précédente et la définition de la

suite v donnent :

1
0<2"vpp-2"v, < —,
Un
soit :

1
0<2"vpp—In(u,) < —.
Up

Puisque la suite v tend vers q, il vient en faisant
tendre p vers +co:

1
vrneN, 0<2"a-In(u,) < —.
Up

Comme la suite (u,) tend vers +oo,on a:

— 0

u, n—+oo

’



d’ou par théoreme d’encadrement : d’otu pour tout n€ N :

n n
2"a—In(u,) 0. 0< Z 1 < 11
n—+oo = k = Ik
k=0 2 Up Uop k=0 2
1
On déduit de la limite précédente : 1l-5= 1
S ———7 puisque 5 #1
U 1-= 2
2" a—In(uy,) 2
(V] 17 2
n—+oo <=
. u
soit : 0
e2"(x " 1
_ Donc la suite ( —) est majorée.
U, n—+oo 1 Zk:O 2k nelN )

L Par ailleurs, on a pour tout n€ N :
ce qui signifie :

n+1 1 n 1 1

Uy ~e>' 2. -2

= zkuk = 2kuk 2n+1un+1

>0

4. Comme la suite u est croissante, on a pour tout

. n 1 .
LeN - donc la suite (Z =0 _2kuk)n est croissante.

eN
Puisque c’est une suite croissante et majorée,

1 1 1 11
0<—<— donc 0< < ——,
Uj U Zkuk u02k

converge.

la suite (Zk:o zk_uk)ndN




