CHAPITRE |

CORRECTION D’EXERCICES

Exercice C-5

Déterminer les valeurs du réel a afin que les vecteursu; =(0,1,1,1), u, =(1,0,1,1), u3 =(1,1,0,1)
etuy =(1,1,1,a) forment une base de R*.

Considérons un vecteur x = (o, ,y,0) de R* et une relation :
*:X; =AM cupt+Ayuy+Az-uz+Agouy
ou les A; sont des réels. On a alors :

* = (,B,1,8) =A1-(0,1,1,1)+ Ay (1,0,1,1) + A3 -(1,1,0,1) + A4~ (1,1,1,a)
— ((X,ﬁ,’]/,f)):()\2+>\3+>\4,}\1+}\3+)\4,)\1+)\2+>\4,}\1+}\2+>\3+(Z)\4)
= M+ At ad A+ A= PA F Ao HAg = YA+ A+ Ay Hadg =0

Considérons la matrice augmentée A de ce systeme :

011 1|a
|1 01 1]
A= 11 01|y
1 11 al|bd
1 01 1]p
011 1|«
{1 1 0 1]y
1 11 a|d
1 0 1 1 B
01 O 0 |a-p
[0 1 -1 0 |y-p
01 0 a-1|0-p
1 0 1 1 B
01 O 0 |a—-p
Lf0 0 -1 0 |y-«a
0 0 0 a-1|0-«a

d’ou 'on déduit qu’il existe un unique quadruplet (A;, Ay, A3, A4) si et seulement sia=1.
Donc (uj,u,,us3,uy) est une base de R* si et seulement si a = 1.
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Exercice C-6

On considére les sous-ensembles suivants de R3 :

:{(x,y,z)e]R3;x+2y—z:O} , F:{(x,y,z)e]R3;x+y+z:0}

et G={(x,v,2z)eR?; vy=0).
1. Montrer que E, F et G sont des sous-espaces vectoriels de R> et en déterminer une base.

2. Justifier que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R3 et en déterminer
unebase :ENF,FNG ENGetENFNG.

1. Soit (x,y,z) € R3,ona:

(X,y,z)eE — Z:x+2y
— (x,y,z):x.(1,0,1)+y.(011;2)'

Donc E est le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (1,0,1) et (0,1,2). De plus, ces
deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre or ils engendrent E donc
ils forment une base de E.

Ona:

(x,9,2)eF &= z=-x-y
— (x,v,z)=x-(1,0,-1)+v-(0,1,-1).

Donc F est le sous-espace vectoriel de R?® engendré par les vecteurs (1,0,—1) et (0,1,—1). De plus,
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre or ils engendrent F
donc ils forment une base de F.

Enfin,on a:

(x,9,2)€G & =0
— (x,9,2z)=x-(1,0,0)0+z-(0,0,1).

Donc G est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,0,1). De plus, ces
deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre or ils engendrent G donc
ils forment une base de F.

2. Tous ces ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R® puisque ce sont des intersections de
sous-espaces vectoriels de R3.

Soit (x,,2) € R3,ona:

Xx+2y—-z=0
(x,v,2)€eENF <
x+ y+z=0

{
§

|

- y+2z=
+3z=0
-y+2z=
X,0,2) = (—3z, 22,2)

=
=
— (x,1,2)=2-(-3,2,1).

(
(
Donc ENF est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par le vecteur (-3,2,1).
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(x,1,2) eFNG &

Donc FN G est le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur (~1,0,1).
Ona:

(x,1,2)eENG &

Y =0
x,9,2) =(z,0,2)

—
—
— (x,v,2)=2-(1,0,1).

(
(
Donc EN G est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par le vecteur (1,0,1).

Compte tenu des deux résultats précédents, on a :

ENFNG={0gs).

Exercice C-7

Dans R3, on considére les vecteurs u = (1,2,3),v=(2,-1,1),a=(1,0,1) et b= (0,1,1). Montrer
que Vect(u,v) = Vect(a, b).

Ona:
u=a+2-beVect(a,b),

v=2-a+(-1)-b e Vect(a,b),

donc Vect(u,v) C Vect(a,b).

D’autre part, les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre or ils engendrent
Vect(u,v) donc ils forment une base de cet espace, d’ou :

dim ( Vect(u,v)) =2

De méme, les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre or ils engendrent
Vect(a, b) donc ils forment une base de cet espace, d’ou :

dim(Vect(a,b)) =2

On en déduit :
Vect(u,v) = Vect(a, b).
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Exercice C-11 \
Montrer la linéarité des applications suivantes puis déterminer le noyau et I'image.
. fiR2ZSR3, (x,y) > (2x -y, x+,%);
‘R>R3 x> (x,2x,x);
‘R® >R, (x,9,2) > x+y+2z;
1133 R3, (x,9,2) — (2x+ 3y, x — z,3x).
R3,(x,9) > (x—9,7 - x,0)
R3, (x,9,2) — (x -,y -2,z —X)
—>1R4 (xy,2) > (x+2,v-2,x+V+2,Xx—-y—2)

‘R® > R3(x,9,2) > (x—9,V+2,x+y +2)
. f:R[x] = R[x],P(x) — x’P’(x)

XN e RN =
R Y

1. Soit u = (x,p) et v = (x,3’) deux vecteurs de R’ et A€ R :
fh-u+v)=f(Ax+x, Ay +7v)
:(Z(Ax+x’)—(Xy+y'),(hx+x')+(Xy+y'),(Kx+x’)—()\y+y')),
donc :
fr-u+v)=X-2x-y,x+p,x)+(2x" -y, x" +9",x")
=A-fu)+f(v)
2 —1]
1 11
1 0

Les deux colonnes ne sont pas proportionnelles donc rg(A) = 2 d’ou, par le théoréeme du rang,

ker(f) ={(0,0)}.

Comme Im(f) est de dimension 2, on obtient que :

((21,1),(-1,1,0))

Donc f € L(R?,R3.

La matrice de f dans les base canoniques de R? et R? est A =

est une base de Im(f).
2. La linéarité est claire et la matrice de f dans les bases canoniques de R et R est :
1

A=]2].
1

On en déduit que Im(f) = Vect((l, 2, 1)).
D’autre part,ona:

f(x)=0 &= x=0
donc ker(f) ={0}.

3. Il s’agit d’'une forme linéaire non nulle donc Im(f) = R.
D’autre part, on a (x,y,z) € ker(f) si et seulement si :

xX=-y-2z
ce qui équivaut a :
(x,9,2)=v-(-1,1,0)+z-(-2,0,1).
On en déduit que ((—1, 1,0),(-2,0, 1)) est une famille génératrice de ker(f) or le théoréme du rang

assure que le noyau est de dimension 2 donc il s’agit d’'une base du noyau.
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4. Larelation :
2 3 0)(x 2x+ 3y
1 0 -1)|{y|=| x-z |,
3 0 0)J\z 3x

assure que f € L(IR?) et sa matrice dans la base canonique de R3 est :

2.3 0
A=[1 0 -1].
3 0 0
Ona
0 3 0
rg(A)=1rg|0 0 -1]|=3,
3 00

donc f est bijective et on a :
ker(f)=1{(0,0,0)} et Im(f) = R>.

5. Soit X = (x,p) et X’ = (x/,3’) dans R? et A un réel, alors :

FA-X+X)=f(Ax+x, Ay +7)

M +x") = Ay +79), Ay +v) (Ax+x’),0)

(¢
A (x— y,y x,) (x' -9,y =x,0)
A f(X)+ f(X

donc f est linéaire.
On a X e ker(f) si et seulement si :

(x-v,vy-x,0)=(0,0,0),

soit x =y. Donc :
ker(f) = Vect((1,1)).

D’autre part :
Im(f) = Vect(f£(1,0), £(0,1)),

donc :
Im(f) = Vect((1,-1,0),(-1,1,0)),

soit :
Im(f) = Vect((1,-1,0)).

6. Pour varier les méthodes, on peut remarquer que :

1 -10 X xX=y
(579)0)=(:%)
-1 0 1 z z-X

donc f est linéaire et sa matrice dans la base canonique de R3 est donnée ce-dessus.

De plus la somme des colonnes est nulle donc (1,1, 1) est un vecteur du noyau et, les deux premieres
colonnes par exemple étant indépendantes, le rang est au minimum égal a 2. Il s’ensuit que ker(f)
est de dimension 1 est engendré par le vecteur (1,1,1) et Im(f) est de dimension 2 engendrée par :

£(1,0,0)=(1,0,—1) et £(0,1,0) = (-1,1,0).
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7. Comme ci-dessus, f est linéaire et sa matrice dans les bases canoniques de R? et R* est :

014
A:111)-

On en déduit par le théoreme du rang que ker(f) est de dimension nulle c’est-a-dire :
ker(f) = {(0,0,0)}.

L'image de f est de dimension 3 est :

Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)),

soit :
Im(f) = Vect((1,0,0,0), £(0,1,0,0), f(1,-1,1,-1)),

8. Comme ci-dessus, f est linéaire et sa matrice dans la base canonique de R3 est :

1-10
A:(011).
111

L'opération L3 « L3 —L; donne:

puis l'opération L3 «— L3 — 2L donne :

1-10
sl =rs(f ] 4)=s

I1 s’ensuit que A est inversible donc f est bijective et :
ker(f)={(0,0,0)} et Im(f) = R®.
9. Soit P et Q dans R[x] et A réel, alors :
FAP+Q)(x) = x*(\P +Q)'(x)
=x*(AP'+ Q')(x)
= Mx?P’(x)) + x*Q’(x)
=AM (P)(x) + f(Q)(x)

c’est-a-dire :

SAAP+Q) =Af(P)+f(Q),
donc f est linéaire.
Soit P € R[x], on a P € ker(f) lorsque :

x%P’(x) = ORjx]s
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c’est-a-dire P’ = Og|[,) donc le noyau de f est constitué des polyndmes constants : ker(f) = Vect(1).

Pour déterminer I’image, on remarque qu’une relation f(P) = Q, soit x>P’(x) = Q(x) montre que
Q(x) est divisible par x?. Inversement, si Q s’écrit :

Q(x) = x*(qo + qrx +++q4x%),

alors :
xd+1 )/’

1 1
Q(x) = xz(%x‘ﬂhzxz Tt Loy

donc Q € Im(f). Donc Im(f) est consituée des polyndmes divisibles par x2.

Exercice C-12 ‘

On considére une base B = (e}, e,,e3) de R3.
Déterminer une base du noyau et une base de I'image de I'endomorphisme f de R> dont la
matrice dans la base B est :

2 43
A=|1 1 1].
1 3 2

En notant Cy, C, et Cj les colonnes, on remarque que :
Ci+Cy— 2C3 =0

donc e +e; —2ej € ker(f).
D’autre part, les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles donc (avec le théoreme du
rang) :

dim(ker(f)) =1 et dim(Im(f)) = 2.

Une base de Im(f) est donnée par les deux premieres colonnes de A :

(261 +e);+ej, 4:91 +e)+ 363).

Exercice C-13 \

-2 4 2
Soit f € £(IR3) canoniquement associée  la matrice: A=|-4 8 4
5 -10 -5

1. Déterminer le noyau et I'image de f.
2. Montrer que fo f =f.

1. En notant Cy, C, et Cj les colonnes, on remarque que :
2C;+Cy=0etC;+C5=0

donc (2,1,0) et (1,0,1) sont dans ker(f) et on remarque qu’ils sont linéairement indépendants.

Les trois colonnes étant proporitionnelles et non nulles, la matrice A est de rang 1 donc les deux
vecteurs précédents forment une base du noyau et I'image est engendrée par (2,4, -5).

2. On calculer A? et on trouve :
AZ=A,

ce la signifie que fo f = f.
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Exercice C-14

On considére I'application linéaire f € £(R3) donnée par :
fx,y,2)=(—x+2z,-y+2,x-2y+2z).

1. Déterminer le noyau et I'image puis vérifier que : ker(f) C Im(f).
2. Calculer (f o f)(x,v,z) pour tout (x,v,z) € R>.
3. En déduire I'image et le noyau de f o f.

1. Pour diversifier les exemples de raisonnements, on change de type de rédaction par rapport aux
exercices précédents.

Un vecteur (x,9,z) € R3 est dans ker(f) si et seulement si :
f(xv,2)=(0,0,0),
ce qui équivaut successivement a :

(—x+z,-v+2z,x-2y+2)=(0,0,0),

-X +z=0
- v+z=0,
x—=2p+z=0

-X + z=0
- v+ z=0,
-2y+2z=0

soit x =y = z, ce sui signifie :
(xy,2z)=x-(1,1,1).

Donc ker(f) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,1).
D’autre part, I'image de f est engendrée par :

£(1,0,0), £(0,1,0) et £(0,0,1),

soit :
(-1,0,1),(0,-1,-2) et (1,1,1).

La somme de ces trois vecteurs est nulle donc ils sont liés. De plus, les deux premiers ne sont pas
colinéaires donc ils forment une famille libre et on en déduit qu’ils forment une base de 'image.

2. Considérons la matrice A de f dans la base canonique de R? :

-1 0 1
A=|l0 -1 1|.
1 -2 1
On a
2 -2 0
A’=|1 -1 0.
0 0 0

On en déduit que :
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3. La matrice A% est de rang 1, sa derniére colonne de A? est nulle et la somme des deux premiéres
également donc (1,1,0) et (0,0,1) sont dans le noyau de f. Le noyau étant de dimension 2 par le
théoréme du rang et ces deux vecteurs étant indépendants, ils forment une base du noyau :

Im(f o f) = Vect((2,1,0)),

ker(f o f) = Vect((1,1,0),(0,0,1))

Exercice C-15 \

Soit f : RP — R" et g: R" — R"™ deux applications linéaires.
1. Montrer que ker(f) C ker(go f) et Im(go f) C Im(g).
2. En déduire que si g o f est un isomorphisme alors f est injective et g est surjective.

3. On suppose que h € L(IR?), montrer que :

ker(h) = ker(hoh) & Im(h) =Im(hoh).

1. Soit x € ker(f),on a:
g(f(x)) = g(Ogn) = Oy
donc x € ker(g o f), d’ou l'inclusion.
Soity e Im(go f), on écrity = (go f)(x) avec x € R", alors :
y ==g(f(x)) € Im(g),
d’ou I'inclusion.
2. Si go f est bijective alors g o f est injective et surjective d’ou :
ker(go f)={OR«} et Im(go f)=R™.

On en déduit :
ker(f) C {Og«} et R™ cIm(g)

et les autres inclusions étant évidentes, on a :
ker(f) = {Or:} et R” =Im(g)

donc f est injective et g est surjective.

3. o Supposons tout d’abord que :
ker(h) = ker(h o h).

D’apres ce qui précede, on a toujours :
Im(h o h) C Im(h).

L’hypothese donne :
dim(ker(h)) = dim(ker(h o h)),

et le théoreme du rang permet d’en déduire :
dim(Im(h)) = dim(Im(h o h)),
L’inclusion plus cette égalité des dimensions donne :

Im(h) =Im(hoh).
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o La réciproque est analogue. On suppose que :

Im(h) =Im(ho h).
D’apres ce qui précede, on a toujours :

ker(h) c ker(h o h).

L’hypothese donne :
dim(Im(h)) = dim(Im(h o h)),

et le théoréeme du rang permet d’en déduire :
dim(ker(h)) = dim(ker(h o h)),
L’inclusion plus cette égalité des dimensions donne :

ker(h) = ker(hoh).

Exercice C-16 ‘

Soit f € L(IR3) canoniquement associé & la matrice :

A=

QUL
— O X

oua, b, ¢, d et e sont des réels.
Déterminer les coefficients de A de sorte que :

(1,0,1) e ker(f) et Im(f) = Vect((1,0,1),(0,1,0)).

Ona (1,0,1) € ker(f) si et seulement si :

1 a b1 0
2 0 c|{0]=1]0{,
d 1 e\l 0

soit:1+b=0,2+c=0etd+e=0.Lapremiere condition induit donc la forme suivante pour A :

1 a -1
A=12 0 -=-2].
d 1 -d

Les colonnes de cette matrice donnent :
Im(f) = Vect((1,2,d),(a,0,1)).

Les vecteurs (0,1,0) et (1,0,1) sont dans Im(f) si seulement si on peut écrire des relations :
(0,1,0)=«-(1,2,d)+p-(a,0,1),
(1,0,1)=vy-(1,2,d)+0-(a,0,1),

ce qui conduit facilementaa=1etd = 1.

Réciproquement, la matrice :

1 1 -1
2 0 -2
1 1 -1

vérifie bien les conditions demandées.
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Exercice C-23

On considere une fonction f : [a,b] > R et n+ 1 points oy < a1 < --- < o, de l'intervalle [a, b].

1. En considérant 'application :
@ : Ry[x] > R™, P> (P(ag), Play), -+, Plary)),

montrer qu’il existe un unique polynome P € R, [x] tel que pour tout entier i compris entre 0
et n, P(oy) = f(a)
Vie[0,n], P(a;) = f(o;).

2. On considere désormais que f est dérivable.
Montrer qu’il existe un unique polynome P € R,,,,[x] tel que :

Vie[[0,n], P(e;) = f(a;) et P'(e;) = f'(t;).

Pour la seconde partie, on considere :
. 2n+2
ll) . lR211+1[x] - R ’
donnée par :

D(P) = (P(ag), P’(ap), ., Py), P () ).

La linéarité de ’évaluation :
P P(O(i),

et la linéarité de la dérivation :
PP,

induisent la linéarité de {. De plus, un polynome P de R, [x] est dans le noyau de ¢ lorsque, pour
tout i € [0, n] :
P(a; =0 et P,(O(i =0,

ce qui signifie que «; est une racine d’ordre au moins 2 de P. Puisque tous les a; sont supposés
distincts, P admet au moins 2n + 2 racines comptées avec leur multiplicité or le degré de P est au plus
2n+ 1 donc P est le polynome nul donc :

ker P{O,, , (x]}

et  est injective.
Puisque R,,,,1[x] et R?"*? ont la méme dimension finie (égale & 27 + 2), I'application 1 est bijective.

En particulier pour 1’élément suivant de R2"*?2 :

Y = (f(ao) £ (), (e, £ (0t)),

il existe un unique P de R,,,,[x] tel que :
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Exercice C-25\

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.
On suppose que f" = 0 (g) mais que f"1 = 0. i.e. il existe xo € E tel que f"!(xq) # Op.

Montrer que la famille B = (xo,f(xo),...,f”_l(xo)) est une base de E puis écrire la matrice de f
dans la base B5.

Considérons des réels Ag,...,\,_; tels que :

n—1

Z}\ifi(xo) = Og.

i=0

Si tous les A; ne sont pas nuls alors on peut considérer le plus petit entier r € [0,n — 1] tel que A; # 0.

Cela conduit a :
n-1

Z)\ifi(xo) = Og.

i=r

On applique la fonction f"~1="), d’ou :

A f 7 (x0) + Ay f(x0) + o+ Ao f 272 (%) = Op

or f" =0 et f"1(x) # 0g donc A, = 0 ce qui est absurde par choix de 7.
Donc B est une famille libre or elle est constituée de n vecteurs dans E et E est de dimension n donc B
est une base de E.

La matrice de f dans la base B est :

0 0
1 0
0 1
0 0 1 0
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