cHAPITRE 1

SUITES ET FONCTIONS - REVISIONS

Exercice C—26\

Calculer les limites des fonctions suivantes, au point indiqué :

3 2 _ 1 1
1. x— xS o4 en —2. 4. x> ———-—enl
x3+5x2+8x+4 sin‘x x
sin(3x) _

2. x> en 0. 5 2 In(1 +x)+1In(1 —x) en 0.
1 —cos(x) %2
x+4-V3x+4 3x—2

3. x> en 0. 6. xr—>(1+—) en +co.

x+1-1 x

1. Il y a une forme indéterminée puisque —2 est racine du numérateur et du dénominateur. Factorisons
ces deux termes par x + 2 :

P 4+3x2—d=(x+2)(x*+x-2)=(x+2)}(x - 1),

et:
x3+5x2+8x+4=(x+2)(x®+3x+2) = (x+2)%(x+ 1),

donc :
x3+3x2-4 _x-1
x3+5x2+8x+4 x+1 xo-2

2. Il'y a une forme indéterminée mais on a :

sin(3x) s 3x,

1,
1- ~Jr
cos(x) > X
d’ou :
sin(3x) 3x
{1 -cos(x) 0 \/%xz’
soit :

sin(3x) _ 3\/Ei
x|

1 —cos(x) 0
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On en déduit :

et:

d’ou :

d’ou :

puis :

donc :

4. On a tout d’abord :

Puisque :

ona:

donc :

d’ou :

puis :

5. Ona:

2025-2026

1
V1+u§1+§u+0(u),

Vx+ —1~—x

1 1
Vx +4 1+-— x_2+4x+o X),

4

3 3
V3x+4=2 1+Zx§2+zx+o(x),

1
Vx+4-V3x+ = —§x+o(x),

Vi+4-V3x+4 —%x
Verl-1 0 Lx’

Vx+4-+V3x+4

-1.
Vx+1-1 x—0
1 1 x% —sin?(x)
sinx  x2 x2sin®(x)
L 3 4
sin(x) = x — i +0(x%),
sin?(x) = x% — lx4 +o(x%)
0 3 ’
x% —sin?(x) = lx4 + o(x4)
03 ’

Sébastien PELLERIN



donc :

puis :

puis :

et finalement :

Exercice C-28

5. Montrer que : u, —n ~ e Vr,

In(1+x)+In(1-x) = —x? +0(x?),

In(1 +x)+1n(1 -x)

-1.
x2 x—0

(1 . 2)3"‘2 B e(3x72)ln(l+%)
x .

2 2 1
1n(1+—):————
x/ox 2

(3x+2)ln(1 +%)ﬁ 6—z+o(l),

2 3x-2
(1 +—) —ef.
X

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel noté u,, vérifiant la relation :

Uy
e‘ﬁdt =1.

n

2. Montrer que, pour tout n € N,on a:

e Vi <u,—n <e_\/ﬁ.

3. Montrer que pour tout réel positif f,ona: V1+t<1+ %t.

4. En déduire que pour tout entier n > 1,0on a:

Uy—n

e W L e Vi,

1. Soit n € N. Notons f la primitive de t eVt sur R, qui s’annule en #; il s’agit d’'une fonction

continue sur R, et:

f(y=eVi>o,

donc f est strictement croissante. Il s’ensuit que f réalise une bijection de R, vers son image.

De plus, on a f(n) = 0 et, I'inégalité eVis1 permet d’écrire par croissance de l'intégrale :

f(x):j e‘/zdt>f 1dt = x—n,

donc, par minoration, f tend vers +oco en +oco. Puisque 1 € [1,+o0[, on en déduit que 1’équation :

admet une unique solution dans l’intervalle [n, +oo[, que 'on note u,. On a donc :
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e\ﬁdt =1.

n
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2.

. Pour toutn > 1, on a u, > n donc

Pour tout t € [n,u,],on a:

e\/ﬁ< ‘ﬂ<e‘/"7,

o

d’ou, par croissance de l'intégrale :

un u” ul’l
J- e‘mdt<j ert<j eVindy,
n n n

c’est-a-dire :
La premiere inégalité donne :

et le seconde inégalité donne :
e Vi Ly, —n.

1
V1+t<‘/1+t+zt2

. Pour tout réel positif t,on a:

U,—n
n

1/u”_nJr1<1+lu”_n,
n 2 n

d’ot en multipliant de part et d’autre par vn :

> 0 et on peut utiliser I'inégalité précédente :

N

lu,—n
u X 1’l+— y
Vi < Ve

puis :
_1lup-n

e Vinze V72w

. Tout d’abord, on rappelle que pour tout n>1:

O<e_‘/ﬂ<un—n<e_‘/ﬁ.

I1 s’ensuit, par théoreme d’encadrement, que (u,, — 1) converge vers 0.
D’autre part, en utilisant la question précédente, il vient :

1 uy—n
—\n—5-2L— _
e Vi3S <u,-n<e \

4

puis :
_lup-n Uu, —n
e 2V 1 —K1
eV
Puisque (u,, —n) converge vers 0, on a :
lu,—n
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donc :
_luy-n
1,
n—+oo

(¢}
=2

et par encadrement :

—_—
e~V n—+co

c’est-a-dire u,, —n ~ e Vi,

Exercice C-29

Pour tout entier n > 1, on considére la fonction f,, définie sur [0,1] par :
fu@)=x+x?+x3+ 4 x" -1,

1. Montrer que, pour tout entier n > 2, I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution x,, avec
0<x,<1.
Etudier la monotonie de la suite (x,),s>.

Montrer que, pour tout n>2,0ona: x,(1-x);)=1-x,.

Ll

Montrer que la suite (x,’j) converge vers 0.
n>2

5. BEtudier la convergence et la limite éventuelle de la suite (x,,),>.

1. Soit n > 2. La fonction f, est polynomiale donc dérivable sur [0,1] et :

n-1

fax)=1+2x+---+nx"" >0,

Il s’ensuit que f, est strictement croissante, sur [0, 1], et continue donc f, réalise une bijection de
[0,1] vers l'intervalle :

fu([0,1])) =[-1,n-1].

Comme n > 2,0n a0 € f,([0,1]) donc I’équation f,(x) = 0 admet une solution x,, et une seule, dans
I'intervalle [0,1]. De plus f,(0) <0 et f,(1) >0 donc 0 <x, <1.

2. Soitn>2,0ona:

n+1

fn+1(xn) = Zxﬁ -1
k=1
n+1

:fn(xn)+xn
=0+x,
> 0.

Compte tenu de la stricte croissance de f,,,1 et du fait que f,,1(x,;1) = 0, cela permet d’affirmer
que X1 <X

fus1 0/>0

La suite (x,),>, est donc strictement décroissante.

3. Soit n > 2, on a par définition de x,, :
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6 Chapitre Il - Suites et fonctions - révisions

d’ou puisque x,, = 1 :
1—x),

X, =1,

1-x,
puis :
X, (1=x5)=1-x,.

4. La décroissance de la suite donne pour tout n > 2 :
0<xj <x5.
Comme 0 < x; < 1, la suite géométrique (x3) converge vers 0 d’oli, par encadrement :

X" —— 0.
n—+oo

5. La suite (x,),>, est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge; notons ¢ sa limite.

La relation :
xp(1—xp) =1 —xp,

donne alors en passant a la limite et en utilisant la question précédente :

Ex1=1-¢,

_ 1.
doncﬁ—i. ,
X e 2

Exercice C-30

Etudier la convergence et la limite éventuelle de la suite u donnée par :

Ly _ sin(n?) - cos( ). _ i 1

. Uy, ; Uy =) —;
3n_2nn ! k=0 n’+k

2= g Ly

3. u, =3"-n; 8. ””:sz;

4y - n3 +5n ‘ k=1

Uy = T F12x) 4+ »
5n3+cos(n)+? 9. u, = Lx] + 1 2x] > Lnx] avec x réel fixé;
2+ (=1)" "

5. U= ———— . 1

" S (=1l

a\\#3
6. 1, =\/n+cos(n)—Vn; 10 un_(g(k)) l
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1. Pour tout entier n > 1, on a par inégalité triangulaire :

sin(n?) — cos(n)

|un| = n

|sin(n2)| + |cos(n)|
<

<

n

<

7

NN

or:

- 0,
n n—o+oo

donc par théoreme d’encadrement :

u, — 0.
n—+oo

2. On factorise par 3" puis on simplifie :

—_
+
—_—
W | Wi
N —
=
<

. 7 7 . n .
or la suite géométrique ((%) ) converge vers 0 donc la suite u converge vers 1.
n

3. Onan=0(3") donc u diverge vers +co.

4. On factorise par n3 puis on simplifie :

1+
Uy = ————
n 5_’_cos(n)_’_

1
n3 n3

et:

n3

1
U, —— —.
n—+oco 5
5. C’est la méme méthode : )
2+ (_i)
=Ty
5- n
On a
‘(—1)” 1
n | 1 notoe0
d’ou :
2
u f—too 5

6. On comment par multiplier par la quantité conjuguée :

(n + cos(n)) -n
i+ cos(n) + i
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8 Chapitre Il - Suites et fonctions - révisions

puis on simplifie et on majore en valeur absolue :

|cos(n)]

| =
n+cos(n) +n

1

—
Vn—1++/n
1

<X

2Vn—-1

1

Vi1 nore

0,

d’ou par théoreme d’encadrement :

u, —> 0.
n—+o00

7. On encadre chaque terme de la somme en tenant compte des valeurs extrémes de k :

n n n
R B A I
o Vnl+n g Vn?+k 5 Vn?+0

c’est-a-dire :
n+1 n+1

— <u, < —,
Vn2+n n

ou encore :

Puisque % tend vers 0, on obtient par théoréme d’encadrement :

u, — 1.
n—+o00

k? > n? donc:

n
8. Pour tout entier n > 1,0n a

k=1

n2

Uy, = =n.

n
Puisque n ——— +o00, on déduit du théoreme de minoration que u diverge vers +oo.
n—+o00
9. On utilise I'encadrement :

kx—1< kx| <kx,

i(kx— 1)< i[kxj < ikx,
k=1 k=1

k=1

cela donne :

d’ou:
n(n+1) - n(n+1)
X————n< kg_l Lkx] < X———

et enfin en divisant par n° :

n+l 1 s 1
- —<u,<x .
2n n "7 2n
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Ona % qui tend vers 0 et :
nel 11 1

=t —.
2n 2 2n n—too 2

Les deux termes latéraux tendent donc vers 5 donc par théoreme d’encadrement :

X
nT A
n—+co 2

10. Tout d’abord, on a (Z

) < 2" par exemple parce qu'un ensemble a n éléments contient 2" parties et

n . N1 212 , Nty
(k) est le nombre de parties a k éléments d’un ensemble a n éléments.

Soitne N*et ke [[0,n],ona:

n n
vl ](3)<T ]2

k=0
d’ou :
(" (n+1)
< < nin+
k=0
puis :

1
1 < un < (271(11+1))n3

On a dong, pour tout entier n > 1 :

n(n+1)
1<u,<e w n?,

Ona: .
+ n(n+1)
nn 3 )ln(2) 0O donce 3 @___, 1,
n n—+o00 n—-+oo

et on obtient par théoreme d’encadrement :

u, —> 1.
n—+0o00

Exercice C-31

n k+1
-1
Pour tout n>1, on pose : S, = Z%
k=1
1. Montrer que les suites (S,,) et (S,,,,1) sont adjacentes.
(_1 k+1
2. En déduire la convergence de la série de terme général p
3. A l'aide d’un programme en Python, déterminer une valeur approchée de la somme de cette
série.
1. Pour tout entiern>1,0on a:
-1 1
S -Syy=—=+
S P R |
>0
donc (S,,,) est croissante, et :
1 1
S -S =—-
2(n+1)+1 2n+1 2n+3 2n+2
<0
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10 Chapitre Il - Suites et fonctions - révisions

donc (Sy,,,1) est décroissante. De plus :

1
Sons1 —Son = el o 0.

n—+0o00

Ces deux suites sont donc adjacentes.

2. Puisque les suites (S;,) et (S,,11) sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite et il s’ensuit
que la suite (S,,) converge vers cette limite.

3. Pour le calcul itératif de S,,, et S,,,,1, on remarque que :

1

Sons1 = Son = Tl

et on fait porter la condition sur ce terme.

n=1

u=1.-1/2

v=u+1/(2*n+1)

while abs(u-v)>1E-5:
n=n+1
u=u+1/(2*n-1)-1/(2%n)
v=u+1/(2%*n+1)

print((u+v)/2)

Exercice C—32‘

Soit f la fonction définie sur R par :

ex

C1+4er

f(x)

On note % son graphe dans un repére orthonormal (O, e7, e; )
1. Etudier les variations de f.

2. Déterminer une équation de la tangente T a 6 au point A(O, %) puis déterminer la position de
€ par rapporta T.

3. Montrer que f(x)+ f(—x) = 1 pour tout x € R puis interpréter géométriquement.

1. La fonction exponentielle est dérivable sur R et la fonction x — 1 + e* ne s’annule pas sur R donc,
étant obtenue par somme et quotient de fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur R et
ona :

e*(1+e*)—e*.e* | x

(1+e¥)2

e
(1+e¥)?

VxeR, f'(x)= e. f'(x) =

L'exponentielle étant a valeurs strictement positives, on a f’(x) > 0 pour tout x réel donc f est
strictement croissante sur R.

2. a. Ona f(0) = et f'(0) = ; donc une équation de la tangente T & ¢ au point A(O, %) est :
V= ZX + E

b. La fonction ¢ est la différence entre une fonction polynomiale et f donc est dérivable sur R et
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ona :

¥x eRR, (p'(x):l—L
4 (1+e¥)?

B (1+e¥)? — 4e*
41 +e¥)?
_ 14+2e* +(e¥)% - 4e?
- 4(1 +e¥)2
B 1—2e*+(e*)?

 4(1+e¥)2

(1-¢9)?

4(1 +ex)?

=0

et cela ne s’annule qu’en 0.
Donc @ est strictement croissante sur R.

De plus, on a ¢(0) = 0 donc :
1 1

2+Zx<f(x)pourx<0

et

1 . 1
2 4
i.e. € est au dessus de T pour x < 0 et G est en dessous de T pour x > 0.

x> f(x) pour x>0

3. a. Pourtoutx€eR,ona:

X —X

e
= +
1+eX¥ 1+e*
_ef(l+e™)+e (1 +e")
(1+e™)(1+e¥)
o efte+2
T (T+e™)(1+eY)

(
=1 (en développant le dénominateur)

e

f(x)+ f(=x)

d’ou la relation annoncée.

b. Notons M(x, f(x)) et N(—x, f(—x)) les points de la courbe d’abscisses x et —x. D’apres la relation
précédente, le milieu du segment [MN] est le point A(O, %)
On en déduit que le point A est un centre de symétrie de la courbe.
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Exercice C-33\

X

La fonction x a-t-elle une limite en +c0?

Lx])

Tout d’abord, ona n ——— +oo et :
n—>+00

n n
n

LnJL”J - ﬁ n—+o0 L

n

D’autre part,on a n + % —— t+ooet:
n—-+oo

R T
—(1+ 1 )n n+1
B 2n 2

—

—el2

n—+oo

—> +00.
n—+oo

Ces deux limites sont différentes donc il n’y a pas de limite en +oco.

Exercice C-34

Considérons une fonction continue f : [0, +co[— [0, +oo[ vérifiant :
Vx €]0,+00[, f(x)<x.

1. Montrer que f(0) = 0.

2. Considérons deux réels a et b avec 0 < a < b. Montrer qu’il existe un réel M tel que :

0<M<1 et Vxelab] f(x)<Mux.

1. Onapourtoutx>0: 0< f(x)<x.

De plus x 7 0 donc, par théoreme d’encadrement : f(x) 7 0.
Puisque f est supposée continue en 0, on a donc f(0) = 0.

2. Soit g:[a,b] —» R donnée par : g(x) = @
Puisque 0 < a < b, les fonctions f et x —

sur [a,b].

1

% sont continues sur [a,b] donc, par produit, g est continue

La fonction g est continue sur le segment [4,b] donc elle est bornée et atteint ses bornes) sur [4, b].
En particulier, il existe c € [a, D] tel que :

Vx € [a,b], g(x) < glc).

En posant M = g(c), on a donc :

Vx € [a,b], @ < M donc f(x) < Mx.

Enfin, I’hypotheése sur f montre que 0 < f(c)<cdonc 0 <M< 1.
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Exercice C-35\

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

1

1. f:IR—>1R,x|—>{gsm(}) six:tO.

six=0

2. 9:R->R, x>

1+|x|
3. h:[0,+c0[—> R, x COS(\/J_C).

1. La fonction sin est dérivable sur R et la fonction x — 31—( est dérivable sur R* donc, par composition,
puis par produit avec la fonction dérivable x — x, f est dérivable sur R*. Pour 1’étude en 0, on

et fOm-fO) _ 1
+h) - :
— - s1n(ﬁ).
On a vu que sin n’a pas de limite en +oco donc ’expression précédente n’a pas de limite en 0 et f
n’est donc pas dérivable en 0.

X

2. La fonction g coincide avec la fonction rationnelle x — 137

X

sur R, et avec la fonction rationnelle

x > 1= sur R, on en déduit que g est dérivable sur R". Pour I’é¢tude en 0, on écrit :
g(x)-g(0) 1
x-0 1+ x| x—0

donc g est dérivable en 0 avec g’(0) = 0.

3. La encore, on a la dérivabilité sur R} par composition et se pose la question de la dérivabilité a
droite en 0. On écrit :

h(x)- h(0) _ cos(vx)-1

x-0 x ’
puis :
hx)-h(0) —3(Vx)?
x-0 o0 x
donc :

h(x) - h(0) l
x-0 x—0 2

et il s’ensuit que h est dérivable (a droite) en 0 de dérivée égale a —3.

Exercice C-37

Soit P un polyndme a coefficients réels de degré d > 2.

1. Montrer que si les racines de P sont toutes réelles et simples alors il en est de méme de celles
de P’

2. Montrer que si P est scindé alors P’ est scindé.

1. Par hypothese, P admet d racines distinctes que l’'on note :
o <0 <---<0g.

Soit k € [[1,d —1]], 1a fonction P étant polynomiale, elle est continue sur [oy, a1 ] et dérivable sur
lotg, ags1[, de pluson a:

P(ax) = P(ags1) = 0.
D’apreés le théoreme de Rolle, il existe By €]ay, a1 [ tel que P/(Bg) = 0.

On en déduit d — 1 racines distinctes pour P’ qui est de degré d —1 donc il s’agit de toutes les racines
de P’ qui sont donc bien toutes réelles et simples.
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14 Chapitre Il - Suites et fonctions - révisions

2. On suppose que P est scindé ce qui permet de I’écrire sous la forme :

)
P=a] [(X=anf,
k=1

ou A est le coefficients dominants, les o sont les racines distinctes et les £, sont les ordres de
multiplicités respectifs des racines a. En outre, on numérote les oy de sorte que :

o1 <<y

Comme dans la question précédente, pour tout k € [1,7—1]), il existe By €]a, ok, 1[ tel que P’'(Bx) = 0.

Par ailleurs, oy étant racine de P d’ordre ¢, c’est une racine de P’ d’ordre {; — 1 (quitte a ce que
{; —1 =0 auquel cas ce n’est pas une racine de P’).

En résumé, on a tout d’abord :

(03] <f51 <(X2<[32<"'<[3,_1<OL,’,
donc tous les oy et By sont distincts. De plus, les racines héritées des racines (éventuellement)
multiples de P sont au nombre de :

r

Z(ﬁk—n:iek—r:d—r.
k=1

k=1

Enfin, les racines « intermédiaires » obtenues a ’aide du théoréme de Rolle sont au nombre de r — 1,
ce qui fait au total d — 1 racines comptées avec multiplicité sachant que P’ est de degré d — 1 donc
P’ est bien scindé.

Exercice C—38\

Soit f : R — R une fonction dérivable et £ un réel tels que :

f(x) ——C et f(x)——¢.

X——00 X—+00

Montrer que f’ s’annule sur R.

Si f est constante alors le résultat est clair et sinon il existe a € R tel que f(a) = ¢, par exemple f(a) > C.

A T’aide de la définition des limites, on trouve deux réels A et B, avec A < a < B, tels que f(A) < w et

f(B)< %. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on obtient ensuite A’ €]A, a[ et B’ €]a, B[ tels
que f(A")=f(B") = w. Enfin, le théoreme de Rolle appliqué a l'intervalle [A’, B’] donne ¢ €]A’, B[
tel que f’(c) = 0.

Une autre démarche consiste a considérer une fonction auxiliaire, par exemple :

fl(tan(x)) si-T<x<7%
g:[—%,g]—)R,XH{g( ) sinorf .

Par composition de fonctions dérivables, g est dérivable sur ] -5 %[ L’hypothese sur les limites

montre que g est également continue aux bornes donc continue sur [ -2 %] Enfin, on a g(—%) = g(%)

D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc ¢ € ]— % %[ tel que ¢’(c) = 0 c’est-a-dire :

(1 +tan2(c))f’( tan(c)) =0,

ce qui montre bien que f’ s’annule.
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Exercice C-39

1. Déterminer les dérivées successives de la fonction In.

2. Soit P un polynome de degré n et f la fonction donnée sur R} par:

f(x) =P(x) - In(x).

Montrer que f s’annule au plus n+1 fois.

3. On considere les polynomes suivants (appelés polynémes de Lagrange) pour tout k € [1,n+1] :

n+l
izk
A Tl'aide de ces polynomes, trouver un exemple de polynome P de degré n tel que la fonction f

correspondante s’annule exactement n + 1 fois.

1. La fonction In est infiniment dérivable, calculons ses premiéres dérivées en x > 0 :

Cela permet d’avoir I'intuition d’une formule générale et on montre alors aisément par récurrence
sur l’entier n > 0 que pour tout x>0 ona:

. Notons tout d’abord que la fonction f est infiniment dérivable.
Supposons que f s’annule k fois alors en utilisant le théoreme de Rolle et en procédant comme
dans ’exemple de [SF15.5], on déduit que f’ s’annule k — 1 fois, puis en procédant toujours de
méme que f” s’annule k — 2 fois, etc. On aboutit ainsi au fait que f*~!) s’annule (au moins) une
fois. Par ailleurs, on remarque que, pour tout x >0 :

!

F(x) = 04 (-1)"—

xn+1

On en déduit que k—1 <n+ 1 puis k <n+ 1. Ainsi, f s’annule au plus n+1 fois.

Montrons maintenant que le nombre maximal de points en lesquels f s’annule est bien exactement
n+ 1. Pour ce faire, montrons que l'on peut trouver un polynome P de degré n tel que la fonction f
correspondante s’annule exactement n + 1 fois. Cela revient a trouver un polynéme de degré n qui
coincide avec la fonction In en n + 1 points. On commence par considérer les polynémes suivants
(appelés polynomes de Lagrange) pour tout k € [1,n+ 1] :
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Ce sont des polynomes de degré n tels que pour j € [1,n+ 1], on ait :

. 1 sij=k
L = .
K7) {0 sij=k

On pose alors :
n+1

P= Zln(k)Lk,
k=1

de sorte que P soit un polynome de degré au plus n (le degré n’est priori pas nécessairement n
puisque les termes dominants peuvent se simplifier) tel que pour tout j € [[1,n+1]:

n+1

P(j)= ) In(k)Ly(j) = In(j)
k=1

La fonction f correspondante s’annule doncen 1,2,...,n+1.

Enfin, si P était de degré d < n alors, d’apres la premiere partie de la question, la fonction f
s’annulerait en au plus d + 1 points mais d + 1 <n+ 1 d’ou une contradiction.

On a donc trouvé un polynome P de degré n tel que la fonction f correspondante s’annule
exactement n + 1 fois.

Exercice C—40\

1

Dét i lalimitede f(x)= - - ———
éterminer la limite de f(x) X2 tan2(x)

quand x tend vers 0.

Tout d’abord, on a :

B tan?(x) — x?

flx)= x2tan?(x)

(tan(x) + x)(tan(x) - x)

x2tan?(x)

En utilisant ’exercice précédent, on a :

L 5 3
t + x4+ i
an(x) =X+ 3% o(x”)

d’ou :
tan(x) + x s 2x,
et:
L3
tan(x)—x ~ =x°,
3
ce qui conduit a :
2.4
flo~ 2
0 x%’
puis :
f 2
xX) — —.
x—0 3
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Exercice C-41 \

1. Soit f la fonction définie sur | —1,1[ par f(x) =

V1+x
1-x '

Déterminer une équation de la tangente au graphe de f au point de coordonnées (0, f(0)) puis
la position de la courbe par rapport a sa tangente.

2. Méme question avec la fonction g définie pour x <1 par g(x) = In(1 — x) — cos(x).

1. Ona:

1 1
V1+x§1+5x—§x2+o(x2),

et:

d’ou en effectuant le produit :

De plus,ona:

f(x)—(l +gx)5 %xz

donc cette différence est positive au voisinage de 0 ce qui signifie que, au voisinage du point
considéré, le graphe de f est au-dessus de sa tangente.

2. Ona: . .
In(1 —x) =-x- Exz - §x3 +o(x%),
et: ]
cos(x) = 1+-—=x>+0(x3),
d’ou :

4. L3 3
g(x)6 1-x 3 +0(x7).

On en déduit que la tangente au graphe de g au point de coordonnées (0, g(0)) a pour équation :
y=-1-x.
De plus,ona:
§00 (-1 -x) ~ —3x°

donc cette différence est du signe opposé a celui de x au voisinage de 0 ce qui signifie que, au
voisinage du point considéré, le graphe de f est au-dessus de sa tangente pour x < 0 et au-dessous
de sa tangente pour x > 0.
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Exercice C-42

1. Etudier la limite de la suite u donnée par : u,, = (n + l)e% -n.

2. Etudier la limite de la suite v donnée par : v, = n( In(2n+ 1) —In(n) - 1n(2)) -

1. Tout d’abord, on a:

d’ou :

puis :

d’ou :

et par conséquent :

2. Tout d’abord, on a:

d’ou :

puis :

donc :

2025-2026

1
e =1+u+—u’+o(u?),
- > (u”)

) 2n n
e
v, = nln(2nzj;l —%)
= nln(l + 21_11)_ ln

n(1+2-) = -1 L 1o()

)t 2n 24n2 " \p2
1 1
Un = T 8n 0(;)'

N|—
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