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2 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

A - Séries

A.1 - Définitions et principales propriéetés
L) Série convergente, série divergente
On consideére une suite u de nombres réels et, pour tout n > 0, on pose :

n

Sn = E:Luk.

k=0
On dit que S,, est la somme partielle d’ordre n de la série de terme général u,,.

Si la suite (S,,),en est une suite convergente de limite S alors on dit que la série de terme général
u,, est convergente de somme S et on note :

+0o0
S= lim S, = Zun.
n—+oo
n=0

Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général u,, est divergente.

La série de terme général u,, est notée E u, (ou E Uy,).

nzmn

) Propriétés des séries convergentes

1> Sila série E u, converge alors : u, —— 0.

n—+oo

2> Si > u, et E v, sont deux séries convergentes alors, pour tout réel A, alors :

+00 +o00 +00

la série Z(Aun +v,) converge et Z(kun +v,)= }\Zun + Zvn.

n=0 n=0 n=0

On en déduit que si Zun est convergente et Zvn est divergente alors Z(un +v,) est divergente.

En revanche, on ne peut a priori rien dire lorsque les deux séries sont divergentes.

) Critéres de convergence d’une série a termes positifs
1> Sila suite u est positive alors la suite des sommes partielles est croissante; dans ce cas, la série
converge si, et seulement si, la suite des sommes partielles est majorée.

2> Supposons que l'on ait 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang :
o si E v, converge alors > u, converge;
o si E u, diverge alors } v, diverge.

3> Supposons que l'on ait 0 < u,, a partir d’un certain rang.

Si u, ~v, alors E u, et > v, sont de méme nature.
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A - Séries 3

) Convergence absolue
1> On dit qu’une série E u, est absolument convergente lorsque la série E |u,,| converge.
2> Une série absolument convergente est convergente.

3> Supposons que l'on ait 0 < v, a partir d’un certain rang et que u,, = o(v,,) :

o si E v, converge alors E u, converge absolument;

o si E u,, diverge alors E v, diverge.

) Séries de référence

L. . 1 . .
1> La série (de Riemann) E — est convergente si, et seulement si, a > 1.
n

n=1

+00
, , . . x" x"
2> Pour tout réel x, la série exponentielle E — converge et : E —=e.
n! n!
n=0

nz0
+00 1
3> Pour tout réel g € |- 1,1[, la série géométrique Zq” converge et : Zq” =—.
1-¢
n=0 n=0
4> Pour tout réel g € | - 1,1], les séries géométriques « dérivées » an”_l et Y n(n-1)g"?
nzl nz2
convergent et :
+00 1 +00 2
-1 n-2
nq" et nn-1)q"* =
; (1-q) ; (1-q)°

Remarque

Le dernier point est une conséquence de la formule du binome négatif.

k [k 1
Pour tout x €] —1,1[ et tout r € N, la série > ( )xk_r convergeetona: > ( )xk_r = W
r r —-X

k>r k=r

A.2 - Absolue convergence et ordre de sommation

) Permutation de l'ordre des termes
Soit I un ensemble dénombrable, indexé par IN sous la forme I = {¢(n) | n € IN} ou @ est une
bijection de IN dans I.

Sila série }_ug(,) converge absolument, alors sa somme est indépendante de I'indexation ¢.

On peut donc noter sans ambiguité E u; cette somme.
i€l
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4 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

Remarques

1> On en déduit le théoreme de sommation par paquets énoncé ci-dessous (quitte a ce que les sommes
soient égale a +00).

Soit J un ensemble et, pour chaque j €], on considere I; C I et 'on suppose que I est la réunion
disjointe des I; :
I=+ I]
j€l
Soit (u;);c; une famille de réels positifs ou nuls, alors :

L w=) ) uf
iel jeJ ieI]-
2> Théoréeme de Fubini pour les séries doubles
Considérons une famille de réels positifs ou nuls (i, ) (m,n)en? indexée par deux entiers naturels.

Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes :

+00
* pour tout n € N, la série E Uy, converge, et la série > } Uy, | converge;
meN neN \m=0
+00
* pour tout m € N, la série > Uy, converge, et la série E > Uy, | converge.
nelN meN \ n=0
Dans ce cas,on a :
+00 [ +00 +00 [ +00
E § Upn | = E § Ummn |»
n=0 \m=0 m=0\n=0

et on note E Uy, cette somme.
(m,n)eIN?

A.3 - U'exemple des séries alternées

Une série alternée est une série dont le terme général est de la forme (-1)"u,, avec (u,) une suite de
signe constant.

) Critere spécial des séries alternées
Soit (u,,) une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.

1> La série Z(—l)”un converge.

n=0
+0o0
2> Pour tout n € N, Z (—1)kuk < Upiq-
k=n+1
Démonstration

n
Soit n € N, on a note S,, = Z(—l)kuk alors, du fait de la décroissance de la suite u :

k=0
2n+2 2n
k k
Sone2 —Son = Z(—l) U — Z(—l) Uk = Uy —Ugps1 SO
k=0 k=0
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A - Séries 5

2n+3 2n+1
k k
S243 = Sops1 = Z(—l) U — Z(—l) Up = —Upyy3 +Uzu0 20
k=0 k=0

donc les suites (S,,,) et (S;,,;1) sont respectivement décroissante et croissante.

De plus,ona:

2n+1 2n
k k
Sone1—S2n = Z(—l) U — Z(—l) Ug = —tgpp ———0
k=0 k=0

donc les suites (S;,,) et (S,,,,1) sont adjacentes.

Il s’ensuit que ces deux suites convergent vers une méme limite donc la suite (S,,) converge vers cette
limite i.e. la série E (=1)"u,, converge.

n=0
+0o
Pour tout n € N, on note R,, = Z (—1)kuk alors :
k=n+1
+00
S211+1 < Z(_l)nun < S2n
n=0
d’ou :
+00 +00
k
0<- Z (_1) Up =Sy — Z(_l)n”n < Sy —Son1 = Udn+1
k=2n+1 n=0
et:
+00 +00
k
0< Z (=1) u = Z(_l)nun = Son+1 € S2p12 = Sops1 = Upo-
k=2n+2 n=0

Dans tous les cas, on a donc R,, du signe de (—1)"*! et : |R,,| < ti41.
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6 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

A.4 - Problématiques et savoir-faire fondamentaux

m Comment déterminer la nature d’une série ?

SF102 | Vérifier si le terme général tend vers 0

Si une suite u ne converge pas vers 0 alors la série ) u, diverge. On a coutume d’appeler ce cas
« divergence grossiere ».

Exemple
< Comme la suite (y/11) ne converge pas vers 0, la série Y v/ diverge.

SF103 | Mettre en évidence une combinaison linéaire de séries dont la convergence est connue

Une combinaison linéaire de séries convergentes est convergente donc le fait d’écrire le terme général
de la série considérée comme combinaison linéaire de termes généraux de séries convergentes connues,
par exemple de séries de référence, permet de conclure.

Exemple
2n—-5
3n+l :

2n-5 2(n(1)"—1) 5(1)"
3+l 9"\ 3 3\3/°
-1
Puisque -1 < % <1, les séries Zn(%)n et Z(%)n sont convergentes donc la série ) u, considérée converge
également.

Etudions la nature de la série de terme général u,, =

Pour toutneN,on a:

SF104 | Majorer un terme général positif par le terme général d’une série convergente

Si u est positive (ne serait-ce qu’a partir d’un certain rang) et si I'on trouve une suite v telle que
0 < u, <v, a partir d’un certain rang et telle que la série ) v, converge alors la série } u, converge
également. En particulier, on peut faire appel aux séries de référence.

Exemples
fro 3 - s 1
1> Etudions la nature de la série de terme général u,, = CFSIER
n+
Pour tout n € N*, on a :
1 1

<— <=
S (n+1)3 T n?

or la série de terme général % converge dong, par le critere de comparaison pour les séries a termes
positifs, la série de terme général u,, converge.

2> Etudions la nature de la série de terme général u,, = eV,
Par croissances comparées, on a :
S (N 0",
n—+oo

ce qui induit a partir d’un certain rang :

0<n2e Vg,
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A - Séries 7

puis, toujours a partir de ce rang :

0<eVig L.

La encore, la série de terme général — converge donc, par le critere de comparaison pour les séries a
n

termes positifs, la série de terme général u,, converge.

SF105 | Minorer le terme général par le terme général positif d’une série divergente

Sil’'on trouve une suite v telle que 0 < v,, < u,, a partir d’un certain rang et telle que la série )_v,, diverge
alors la série ) u, diverge également. En particulier, on peut faire appel aux séries de référence.

Exemple
L - . 1
Etudions la nature de la série de terme général u, = —
Pour tout n € N*,on a:
1 1
0<—<—,
I n I \/E

or la série de terme général — diverge donc, par le critére de comparaison pour les séries a termes positifs,
n

la série de terme général u,, diverge.

SF106 | Exploiter un équivalent du terme général (positif)

Si u est positive (ne serait-ce qu’a partir d’un certain rang) et si l’on trouve une suite v telle que u,, ~ v,
alors les séries ) u, et ) v, sont de méme nature.

Exemples
2n+1

1> PourtoutnelN,onposeu, = ———+——.
»onp "l 2n2+n+3

o . .. 2n 2
Il s’agit d’une suite positive eton a: u, ~ — i.e. iy ~ —.
n n

La série de terme général — est convergente donc, par le critere d’équivalence pour les séries a termes

positifs, il en est de méme de la série de terme général u,,.
2> Pour tout n € N, on pose u,, = Vn2+1-n.

11 s’agit d’une suite positive et on a:

or la série de terme général o™ est divergente donc, par le critere d’équivalence pour les séries a termes
n

positifs, il en est de méme de la série de terme général u,,.
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8 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

SF107 | Montrer la convergence absolue

Lorsque le terme général de la série considérée n’est pas positif (ou plus généralement, pas de signe
constant), on peut montrer la convergence absolue de la série puisque cette derniére implique la
convergence. Pour ce faire, on peut utiliser les techniques précédentes.

Exemples
Lo L. . sin(n)
1> Etudions la nature de la série de terme général u, = ——.
n
Pour tout n € N*,on a :
sin(n 1
0 A (2 ) < —
n n

or la série de terme général — converge donc, par le critére de comparaison pour les séries a termes
n

positifs, la série de terme général u,, converge absolument et a fortiori converge.

b1 - L -1)"In(n
2> Etudions la nature de la série de terme général v, = w
n
Pour tout n € N, on a par croissances comparées :
n
32, _ (=1)"In(n) _ (1
nv, = 7 — 0 donc v, =0 )

La série de terme général ~37 converge (car 3 > 1) donc, par le critére de négligeabilité, la série de

terme général v, converge absolument et a fortiori converge.

SF108 | Considérer la suite des sommes partielles

Une idée est d’exprimer les sommes partielles (par exemple a I'aide d’un télescopage) puis d’étudier
directement la convergence de cette suite. Notons que, bien que ce soit la méthode la plus empirique,
il est rare que cela soit possible.

Exemple
. . " 1
Etudions la nature de la série de terme général u, = —.
n(n+1)
Pour tout entier k >1,on a:
1 1 1

k(k+1) k k+1

ce qui donne en sommantdelan>1:

=

n

1 1 1 1
k(k+1)_;(f_k+l)_l_n+l'

Ce dernier terme converge vers 1.

On en déduit que la série de terme général u, converge (et la somme de la série est 1).

Dans le cas d’une série a termes positifs, montrer la convergence d’une série revient a montrer que la
suite des sommes partielles est majorée. De méme, minorer la suite des sommes partielles par une
suite non majorée induit la divergence de la série.
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A - Séries 9

Exemple

. - R
Montrons la divergence de la série de terme général —.
n

Pour tout entier me€ N, on a :

2m-1 -120+1-1
T IO
Kk~ k
k=1 =0 k=20
N m—120t1-1 1
= 2€+1 -1
(=0 =20
N m—120+1-1 1
= 70+1
(=0 |=2¢

La suite (5 ),,»1 nest pas majorée donc la suite des sommes partielles n’est pas majorée et par conséquent
la série de terme général 1 diverge.

m Comment calculer la somme d’une série convergente?

SF109 | Reconnaitre des séries de référence de somme connue

Quitte a effectuer un décalage d’indices, il faut reconnaitre la série exponentielle ainsi que les séries
géométriques et les séries géométriques dérivées (en précisant que la « raison » est entre —1 et 1).

Exemples
s - L n+1
1> On considére la série de terme général u, = >

Z . 7 7 n 2 2 2
Comme -1 < % < 1,la série de terme général n(%) converge, donc celle de terme général u,, également

etona: . . .
Zoo n+1 ZOO n 1 ZOO n+1
n=0 2 - n=1 2T~ (1 1)2 done 2 !

) n=0

N . L 2"
2> On considere la série de terme général u, = ———.
(n+2)!
PourtoutnelN,ona:
on 1 on+2

(n+2)!  4(n+2)

2n+2

” . 2k : \ 2
La série exponentielle ZF converge donc il en est de méme de ZF c’est-a-dire de Z

k=0 k>2 120
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10 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

Donc la série de terme général u, converge et :

donc :

SF110 | Mettre en évidence une combinaison linéaire de séries convergentes de somme connue

Cela repose sur le fait que si u,, et v, sont les termes généraux de deux séries convergentes et si A et p
sont des réels alors la série de terme général Au, + pv, converge et :

i(xun +Uv,) = Aiun + pivn.
n=0 n=0 n=0

Exemple
o . . , . " 2
Justifions la convergence et déterminons la somme de la série de terme général u, = 7.

Tout d’abord, on a pour tout entier n > 2 :

s U G N Y

L. L, n-2 n—1
Comme -1 < % <1, les séries de termes généraux n(n — 1)(%) et n(%) convergent, donc celle de terme
général u, égalementeton a:

+00 +00 +00
1 1 n-2 1 1 n-1
w=g ) n=0(3) 30 nl3)
n=0 n=0 n=0
1+°° 1 n—2 Ix 1 n-1
=2 n-0(3) +3 ) a(3)
n=2 n=1
_ 1 2 + 1 1
1 375 2
(1-3)° “(1-3)
=6.

SF111 | Calculer explicitement les sommes partielles

Dans les rares cas ou cela est possible, le calcul des sommes partielles puis I’étude de leur convergence
et de leur limite donne la convergence et la somme de la série.
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A - Séries 11

Exemple
On consideére la série de terme général u,, = ln(l - nl—z), pour n > 2.

Pour tout entier k > 2,on a:

1n(1_%):1n(k2k;1): n((k+1)(k—1)),

d’ou pour tout entier n > 2 :

3 = 1n((k+1}:(2k—1))

k=2 k=2
n

(k+1)(k-1)
(1)

n

ITk+1) [T(k-1)

k=2 k=2
n
[Tk?
k=2

n+l n-1

[TkITk
k=3 k=1
n
[1k?
k=2
n+1
ln( 2n )

— 5 In(2).
n—+oo

I
—

=In

Donc la série de terme général u,, converge et sa somme est —In(2).
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12 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

B - Intégration sur un segment

B.1 - Quelques éléments fondamentaux

Il n’est, la encore, pas question de revenir sur tout le cours de premieére année. Citons simplement
quelques points fondamentaux ou techniques.

) Propriétés de 'intégrale
1> Linéarité
b b b
Soit f et g continues sur [4,b] et A un réel : J (Af +g)(t)dt = )\j f(t)dt +f g(t)dt.
a a a

2> Relation de Chasles

b c b
Soit f continue sur [4,b] et ¢ un élément de [a,b] : J f(t)dt = J f(t)dt +j f(t)dt.
a a c

3> Positivité de l'intégrale

b
Soit f continue sur [a,b] avec f positive ou nulle sur [4,b] : J f(t)dt > 0.
a

4> Stricte positivité de I'intégrale

b
Soit f continue sur [a,b] avec f positive sur [a,b] et f non nulle : j f(t)dt>0.
a

5> Croissance de I'intégrale

b b
Soit f et g continues sur [a,b] avec f(t) < g(t) pour tout t € [a,]] : j f(t)dt < J g(t)dt.
a a
6 > Encadrement

Soit f continue sur [a,b] et m et M des réels vérifiant m < f(t) < M pour tout t € [a,b] :

b
m(b—a) < f f(t)dt < M(b—a).
a
7 > Inégalité triangulaire

Soit f continue sur [a,b]:

b
<f £ ()] dt.

J;bf(t)dt

X
Soit f continue sur I et a4 € I. La fonction x — J f(t)dt est 'unique primitive de f qui
a

8 > Primitive s’annulant en a

s’annule en a.

=) Intégration par parties
Soit u et v deux applications de classe ! sur [a,b], alors :

b

fbu’(t)v(t)dt: [u(t)v(t)] —jbu(t)v’(t)dt.

a
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B - Intégration sur un segment 13

) Changement de variable sur un segment
Soit f une application continue sur un intervalle I de R et @ : [4,b] — I une application de classe
¢! alors :

b ¢(b)
(u)du = t)dt.
Lf((p(u))q)(u) ’ L(ﬂ) £(0

) Sommes de Riemann
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], alors :

b-a gf(cw %(b—a)) SN J;bf(x)dx.

n n—+o0o

Géométriquement, le terme de la suite correspond a une somme d’aires de rectangles.

S =
IN]S)
IN[eY)

Lorsque n (donc le nombre de rectangles) tend vers l'infini, la suite tend vers 'aire sous la courbe.

On a également :

n n—+oo

b-a ;f(a+ %(b—a)) SN Lbf(x)dx.

Cette fois, le terme de la suite correspond a une somme d’aires de rectangles dont la hauteur est
déterminée par le point de droite.

) Formules de Taylor
1> Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe €*° sur I, ne Netael, alors:

(x—a)?
2

Vxel, f(x)=f(a)+(x—a)f’(a)+

n! n!

—_ g\ X _$\n
f(a)+---+ (x—a) f(n)(a)_,_J ufmm(t)dt
a
2> Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f une fonction de classe € sur I et n € N tels que f"*! soit bornée sur I, alors :

n (x—a)k n+1

Vax) el |f(0)-) M)

k=0

<su (n+1) Hl . m
te?|f ( )| (n+1)!
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Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

B.2 - Problématiques et savoir-faire fondamentaux

m Comment calculer une intégrale?

SF112 | Trouver une primitive de I’expression intégrée

La premiere idée a avoir pour calculer une intégrale est de chercher une primitive F de la fonction f a
intégrer, sur I'intervalle considéré puisque ’'on a alors :

b
J F(t)dt = F(b) - F(a).

Exemple
1

Calculons I = J tet dt.
0

L. 1 2
Une primitive de ¢ - te~t sur [0,1] est: t > _Ee £,
Cela permet d’écrire :

1 .10 11
I= __—t] —_ - __Z —1.
[ 2¢ |, 727 2¢

SF113 | Utiliser les propriétés de linéarité et de Chasles

La linéarité et la relation de Chasles permettent d’écrire 1’intégrale considérée comme une somme
d’intégrales soit en conservant les bornes mais en scindant la fonction (linéarité), soit en conservant la
fonction mais en scindant les bornes (relation de Chasles).

Exemple

2
Calculons I = f | x| dx.
-1

La relation de Chasles permet d’écrire :

0 2
I= f |x|dx+f |x|dx,
-1 0
0 2
= f (—x)dx +—[ xdx,
-1 0

d’ou en simplifiant les valeurs absolues :

ce qui donne :
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B - Intégration sur un segment 15

SF114 |Intégrer par parties

L’intégration par parties permet de ramener le calcul d’une intégrale au calcul d’une autre intégrale.

Exemple
2

Calculons I = J. x In(x)dx.
1

On pose pour tout x € [1,2] :

{u(x) = %xz donc {u’(x) =x
v(x) =1In(x v’(x)

Les fonctions u et v sont de classe %! sur [1,2] donc on a par intégration par parties :

2 2
I= [lxz ln(x)] —J- lle dx
2 L2

1 X

21
= 21n(2)—J —xdx
1 2

=2In(2)- [ixz]j
=2In(2)- Z

SF115 | Effectuer un changement de variable

I1'y a deux fagons d’utiliser le théoréme de changement de variable.

ng(t)dt,

lorsqu’on arrive a écrire g sous la forme g = (f o @)@’ ou les fonctions f et ¢ sont respectivement
continue et de classe ¢! ; cela revient a écrire u = ¢(t) :

b @(b)
(t)dt = (u)du.
J sae= | st

¢ Pour calculer une intégrale de la forme :

¢ Pour calculer une intégrale de la forme :

Lﬂww,

en écrivant sa variable d’intégration u sous la forme u = @(t) avec a = @(a) et p = @(b) :
B b
| rtdn= [ rotne o
(04 a

Dans la pratique, on résume souvent le changement de variable en écrivant t = @(u) puis dt = ¢’(u)du
et on remplace les bornes a et b par les bornes ¢(a) et ¢(b).
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Exemple

a a
Montrons que si f est continue et paire sur un intervalle [-a,a] alorson a : J f(t)dt= ZJ f(t)dt.
—-a 0

J-_Zf(t) dt = f;f(t) dt+ Luf(t) dt

Considérons la fonction ¢ : [0,a] — [-4,0], u > —u.

On écrit tout d’abord :

Il s’agit d’une fonction de classe ¢! d’ou :

0 ¢(0)
[Crwar= " stra
—a @(a)

0
= [ o) ¢ an

0
=J- f(-u) (-1) du

= J:f(—u) du,

ﬁf(t)dt = Laf(u) du,
ﬂf(t) dt=2 Luf(t) dt.

a
Notons qu’avec le méme raisonnement, on obtient lorsque f est impaire : j f(t)dt=0.
—a

et le fait que f soit paire donne :

SF116 | Utiliser des sommes de Riemann

La notion de somme de Riemann correspond a I'idée géométrique d’approcher «1’aire sous la courbe »
par une somme « d’aires de rectangles ».

Exemple
1

T Lo, .
Retrouvons I'égalité f x* dx = 34 l'aide de sommes de Riemann.
0

La continuité de I'application x > x> montre que :

1 n—1
1-0 k\?
2 .
d = 1 (_) ’
J;) XX n—1>r+1:10<> n ; n

d’ou :
1 1 n—-1
f x*dx= lim — ) k?
n—+oo
0 s
puis :
1
1 -1)n(2n-1 1
f 2> dx = lim _3w:_.
0 n—+oo 11 6 3
2025-2026
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L'idée d’utiliser des sommes de Riemann pour calculer une intégrale a un grand intérét numérique et
sa programmation en Python est aisée.

Exemple
1
Approcher numériquement I'intégrale I = J. e dt.

0
Ona:
ln_1 k\2
— Tim — =(5)
= Jim sy ) et

On peut définir une fonction en Python admettant # pour parametre et ayant pour sortie la valeur de la
somme de Riemann calculée avec n termes.

import numpy as np

def S(n):
somme =0
for k in range(n):
somme += np.exp(-k**2/(nxx*2))
return(somme/n)

m Comment exploiter les propriétés de 'intégrale ?

SF117 [Manipuler des inégalités grace a la croissance et la positivité

La croissance de I'intégrale permet, a partir d’une inégalité entre deux expressions, d’en déduire une
inégalité du méme type entre les intégrales de ces deux expressions; la positivité permet, a partir de
la positivité d’une expression, d’en déduire la positivité de I'intégrale de cette expression (ou a partir
de la négativité d’une expression d’en déduire la négativité de son intégrale). Dans tous les cas, il faut
prendre garde a considérer les bornes d’intégration dans l'ordre croissant.

Exemple

1
Etudions la convergence de la suite u donnée par : u, = J- (1—t2)"dt.
0

Pour tout n € N et tout t € [0,1], ona 1 —t? € [0,1] donc :

Comme 0 < 1, la positivité et la croissance de l'intégrale donnent :

1 1
0 <J (1-2)"1dr < f (1-£2)"dt,
0 0

ce qui signifie que 0 < u,,,1 < u,, donc la suite u est positive et décroissante. On en déduit que la suite u
converge.

Rappelons également le résultat d’usage tres fréquent suivant : si f est continue et positive sur [a, b] et

b
si J f(t)dt =0 alors f est nulle sur [4, b].
a
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18 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

Exemple
Soit f :[0,1] — R continue et telle que :

1 1 1
2 _ 3 _ 4
J; f (t)dt—f0 f (t)dt—f0 FA(t)dt.

Puisque (f2 - f)? = f* - 2f3+ f2, il résulte de ’hypothése que :

1
[-ri=o
0

Montrons que f =0ou f =1.

La fonction (f2 — f)? étant positive et continue, il s’ensuit qu’elle est nulle donc f2 = f.
Ainsi, pour tout x € [0,1],0ona f(x)=1ou f(x) =0.

Comme f est continue,ona f =1ou f =0.

SF118 | Encadrer et majorer des intégrales

Tout d’abord, la croissance de I'intégrale permet d’obtenir des encadrements. Par ailleurs, on dispose
d’un analogue de I'inégalité triangulaire avec la majoration :

Lbf(t)dt

ou f est une fonction continue (ou continue par morceaux) sur un intervalle [4,b] (ou a et b sont des
réels tels que a < b).

b
<f F(0)]dt,

Exemple
1

Montrons que : J t"sin(mt)dt —— 0.
n—+oo

0

Comme 0 < 1, on peut écrire :

1
< f [t" sin(mt)|dt
0

1
<J t"dt
0

1 1
<[ tn+1]
n+1 0
1
n+1

1
f t" sin(mct)dt
0

N

Le majorant tend vers 0 donc, par théoreme d’encadrement, le terme de gauche également, ce qui donne
bien la limite annoncée.

On peut également exploiter la formule de Taylor avec reste intégral.

Exemple

Montrons que pour tout x € [O, %], ona:
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La fonction sin est de classe € donc la formule de Taylor donne :

3
oy (-0 ©ioys [ E8 o ang
sin(x) ,?:0 i ()+L - sint()dr

soit :

. _ 1 5 Fx—t)
s1n(x)_x—gx +J0 3l sin(t)dt.

Pour toutt € [0,x],onate [0, %] donc :

d’ou, par positivité de 'intégrale sur [0, x] :

fx (=0 e > 0.
0

3!

On en déduit :

De méme, on a:

soit :

On en déduit :

SF119 | Calculer des sommes de séries a I’aide de 1a formule de Taylor

Exemple
n

Montrer que pour tout réel x : Z
k=0

e”.

Xk
—
k! n—+oo

Soit x € R. On commence par supposer x > 0. La fonction exp est de classe > donc, pour tout n € N, on a
par l'inégalité de Taylor-Lagrange :

|X— 0|n+1
(n+1)!

n _0\k
exp(x)—z(x k'O) exp®(0)| < sup |exp("+1)(t)| .
k=0 * tE[O,X]
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20 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales
donc :
nook n+1
X |x]
e“— ) | < sup |exp’|.
;k' te[O,x]| | (n+1)!
. |x|n+1
(n+1)!

or x"*! = o((n +1)!) donc le majorant tend vers 0 donc, par théoréme d’encadrement, le terme de gauche

tend vers 0.
De méme,six<0,ona:
n k n+1
-0 -0
exp(x) — (x ' ) exp¥(0)| < sup |exp("+1)(t)| . =0 '
=0 k! te[x,0] (n + 1)
donc:
n k n+l1
x |x|
e*— ) | < sup |exp’|.
; k' t€[X,O]| ) (1’1+ 1)'
|x|n+1
S (n+1)!

or x"*! = o((n+1)!) donc le majorant tend vers 0 donc, par théoréme d’encadrement, le terme de gauche

tend vers 0.
+00 k

Dans tous les cas,on a :
n k
X x
X X
— ——¢e* donc e*= E —.
2:; k! n—o+co k!
k=0 k=0

Calculer les limites de suites du type « sommes de Riemann »

SF120
On a évoqué la possibilité de calculer des intégrales (notamment numériquement) a I’aide de sommes

de Riemann. On peut également faire la démarche inverse : calculer, a I’aide d’une intégrale, la limite

d’une suite apparaissant comme une somme de Riemann d’une fonction continue.

Exemple
2n-1

1
Calculons la limite de u,, = E .
— k+n

Pour tout n> 1, on a (en posant { =k —n):

Sébastien PELLERIN
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qui est continue sur [0,1], alors :

De plus,ona:

On a donc:
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C - Integrales géneéralisées

C.1 - Deéfinition et principales propriétés

) Intégrale convergente, intégrale divergente
Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a, b[ ou b est soit un réel, soit +oo.

Six— J f(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers b alors on dit que l'intégrale impropre

ou généralisée f f(t)dt est convergente et on note :

ff at=tim syt

Dans le cas contraire on dit que l'intégrale est divergente.

Remarques

1> La définition s’adapte naturellement au cas d’une fonction continue sur un intervalle |a, b] avec a
réel ou —oo.

2> Si f est continue sur [a,b[ et si c € |a,b[ alors f est continue sur [a,c] donc l'intégrale de f entre

a et c ne pose aucun probleme. Il s’ensuit que I'intégrale J f(t)dt converge si, et seulement si,

b
j f(t)dt converge.
c

= Propriétés des intégrales convergentes
b

b
1> Si J f(t)dt et f g(t)dt sont convergentes alors, pour tout réel A, J (}\f( + g(t )dt est

convergente et:
b b b
J (Mf(1)+g(1))dt = XJ f(t)dt+J g(t)dt.

2> Soit f une fonction continue sur [a, b[ telle que f f(t)dt converge.

b
Si f >0 sur [a,b] alors :f f(t)ydt >0

3> Soit f et g deux fonctions continues sur [g, b[ vérifiant f < g et telles que les deux intégrales

f f(t)dt et f g(t)dt convergent, alors :
a a

Lbf(t)dt < ng(t)dt.
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) Théoréme de changement de variable

Soit @ une application de classe €' et strictement monotone sur un intervalle ]a,b[; on note
a=limgetp= lilgn(p.
a

B
Si f est continue sur l'intervalle d’extrémités a et p alors les deux intégrales j f(x)dx et
o

b
f f((p(t))(p’(t)dt sont de méme nature.
a

B b
En cas de convergence, on a : J- f(x)dx = J- f((p(t))(p’(t)dt.
[od a

) Critéres de convergence d’une intégrale de fonction positive
X
1> Si la fonction f est positive sur [a,b[ alors la primitive F: x — | f(t)dt est croissante sur

a
[a,b]; dans ce cas, I'intégrale converge si, et seulement si, la fonction F est majorée.
2> Supposons que l'on ait 0 < f(x) < g(x) au voisinage de b :

b b
o si J g(t)dt converge alors J f(t)dt converge;
a a

b b
o si J f(t)dt diverge alors J g(t)dt diverge.
a a

3> Supposons que l'on ait f(x) > 0 au voisinage de b, et f(x) > g(x).

b b
Alors les intégrales J- f(t)dt et J- g(t)dt ont méme nature.
a a

) Convergence absolue

b b
1> On dit que J f(t)dt est absolument convergente lorsque J |f (t)|dt converge.
a a

2> Une intégrale absolument convergente est convergente.

3> Supposons que l'on ait g(x) > 0 au voisinage de b, et f(x) = o(g(x)).

b b
o si J- g(t)dt converge alors f f(t)dt converge absolument;
a a

b b
o si J- f(t)dt diverge alors J g(t)dt diverge.
a a

=) Intégrales de référence
1> Considérons deuxréelsa>0et a:

+00

o l'intégrale J t—adt converge si, et seulement si, a« > 1;
a

e s “1 . .
o l'intégrale t—adt converge si, et seulement si, a < 1.
0

+00

2> Pour tout réel A, 'intégrale j e Mdt converge si, et seulement si, A > 0.
0
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24 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

C.2-Lafonction T

La fonction I' est définie en un réel x par :

Proposition I'V-1

Le domaine de définition de la fonction I est ]0, +oo].

Démonstration
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Proposition I'V-2

Pour tout réel x >0,ona: I'(x+1)=xI(x).

Démonstration

Corollaire I'V-3

Pour tout entier naturel n,ona: I'(n+1)=mn!.

Démonstration

Sébastien PELLERIN 2025-2026



26 Chapitre IV - Révisions sur les séries et les intégrales

C.3 - Problématiques et savoir-faire fondamentaux

m Comment déterminer la nature d’une intégrale ?

SF121 |Commencer par déterminer les « impropretés »

Le premier réflexe est d’examiner le domaine de continuité de la fonction afin de déterminer les réels
en lesquels la fonction n’est pas continue ainsi que les éventuelles bornes infinies. Il s’agit alors de
justifier la convergence en chacune des impropretés.

Exemples

+00

1> Considérons l'intégraleJ‘ e 2*dx.
0

La fonction x > e 2* est continue sur [0, +oo[ donc il suffit de justifier la convergence de 'intégrale en
+00.

Dans ce cas, on peut revenir a la définition en écrivant pour X € [0, +oo] :

X X -2X
1 1- 1
j e ¥dx = [— —e_zx] ¢ e
0 2 0 2 X—4c0 2
+00

donc I'intégrale j e 2*dx converge.
0

Notons qu’il s’agit d’une intégrale de référence.
2> L’étude du domaine de définition de la fonction I' précédemment illustre également cette idée.

SF122 |Repérer le cas d’une intégrale faussement impropre

Si la fonction n’est pas continue en un réel mais y est prolongeable par continuité alors la convergence
de I'intégrale est assurée en ce point et on parle d’intégrale faussement impropre en ce point.

Exemple
1
Considérons l'intégrale J. xIn(x)dx.
0

La fonction x — xIn(x) est continue sur ]0,1] mais on a: xIn(x) —— 0, donc l'intégrale est faussement

x—0

impropre en 0 donc elle converge.

SF123 | Utiliser la définition en invoquant une primitive

On peut bien entendu revenir a la définition en déterminant, lorsque c’est possible, une primitive de
la fonction intégrée.

Exemple
1
1+x2

+00
Considérons 'intégrale J dx.
0

La fonction x — o2 est continue sur [0, +oo[ donc il s’agit d’étudier la convergence de I'intégrale en +co.
x
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Revenons a la définition en écrivant pour X € [0,+oco] :

X X T
dx = [Arctan(x)] = Arctan(X) —— —,
0 1+ X2 0 X—t00 2

+00 1
donc l'intégrale J N dx converge.
0

+x2

SF124 | Mettre en évidence une combinaison linéaire d’intégrales dont la nature est connue

Une somme d’intégrales convergentes étant convergente, on peut conclure aisément si I’intégrale consi-

dérée se présente comme combinaison linéaire de deux intégrales convergentes ou d’une convergente
et d’une divergente.

Exemple
' x2In(x) -1
Considérons l'intégrale J %dx.
0
2In(x) -1 1
Pour tout x € ]0,1],on a: % =xlIn(x) - >

1 1
1
On a déja vu que f xIn(x)dx converge et que f ;dx diverge.
0 0
'x2In(x) -1
Par combinaison linéaire, 'intégrale J %dx diverge.
0

SF125 | Utiliser un critére de comparaison ou d’équivalence dans le cas d’une fonction positive

Si f est continue sur [a,b[ et positive au voisinage de b et si I'on trouve une fonction g telle que
b
0 < f(x) < g(x) au voisinage de b ou telle que f(x) > g(x), et telle que I'intégrale f g(t)dt converge

a

b
alors I'intégrale J f(t)dt converge également.
a

De méme, si f est continue sur [a,b] et si l'on trouve une fonction g telle que 0 < g(x) < f(x) au
b
voisinage de b ou telle que f(x) > g2(x), et telle que l'intégrale j g(t)dt diverge alors l'intégrale

a

b
J f(t)dt diverge également.
a

Exemple

X
dx.
1+x3

+00
Considérons l'intégrale f
0

La fonction x — est continue sur [0, +oo[ donc il s’agit d’étudier la convergence de l'intégrale en +oco.

+x3
Pour tout x € ]0,+o0[, on a :
X X 1

0<
14x3

n
|
|
|

S =

+o0
L’intégrale J —dx est convergente donc, par critere de comparaison pour les intégrales de fonctions
1 X
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+0o0

positives, I'intégrale f dx converge.

X
1 14x3

dx converge.

+00 X
On en déduit que 'intégrale J. 3
0 1+x

SF126 | Montrer la convergence absolue

Dans le cas ou la fonction intégrée n’est pas de signe constant, on peut chercher a montrer la conver-
gence absolue puisque cette derniere induit la convergence.

Exemple
400
s e sin(x
Considérons l'intégrale J g )dx.
1 X
sin(x 1
Pour tout x € [1,+o0[,0n a: g ) =
x x

+0o
L’intégrale J — dx est convergente donc, par critere de comparaison pour les intégrales de fonctions
1 X

» * sin(x)
positives, >—dx est (absolument) convergente.
X

SF127 |Intégrer par parties

L'intégration par parties (que I'on applique toujours pour des fonctions de classe €'! sur un segment,
donc pour des intégrales classiques) permet de ramener 1’étude de la convergence de l'intégrale
considérée a I’étude de la convergence d’une autre intégrale.

Exemple
*% sin(x)

Déterminons la nature de I'intégrale j dx.

0 X
La fonction x %(x) est continue sur ]0,+oo[ donc il s’agit d’étudier la convergence de 'intégrale en 0 et
en +oo.

La fonction est prolongeable par continuité en 0 (la limite est égale a 1) donc I'intégrale converge en 0.

1 .
L1 et smix ) . , .
On en déduit par exemple que l'intégrale j ( )dx converge, on étudie donc désormais la convergence
0o X
+00 _:
- sin(x
de l'intégrale J ( )dx.
1 x

Pour étudier la convergence en +co, on considére X > 1 et on intégre par parties en posant pour tout
x€e[1,X]:

u(x) _(iOS(X) donc 1" X :?m(x)
'l/(x = 2 X) = X

Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [1,X] d’ou :

J;X SiI;(x)dx _ [_ %(x)]): N J;X co;x) dx.
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Tout d’abord, on a :

= 1
~ cos(1) X

En remarquant que cette derniere fraction est le produit d’une fonction bornée et d’une fonction qui tend
vers 0 en +o0, on conclut que la limite de cette fraction en +oo est nulle. Ainsi, Xlim (COS(l) - %(X)) =cos1.
—+00

[_M]X ~ cos(X).

D’autre part, pour tout x € [1,+oo[,0on a:
1

)
X2

cos(x)

x2

el * cos(x)
et on a déja vu que —dx converge donc ——dx converge (absolument).
1 X 1 X
g X sin(x) e o
On en déduit que ———~dx admet une limite finie quand X tend vers +oo, on obtient ainsi la convergence
1 x
+oo _:
o sin(x
de I'intégrale j sin(x)
1 x

dx.

SF128 | Changer de variables

Le théoréme de changement de variables permet de ramener I’étude de la convergence de I'intégrale
considérée a celle d’une autre intégrale.

Exemple
+0o0 2
Dans un chapitre ultérieur de probabilités, on considérera l'intégrale convergente J e Zdx.
—00
+o00 5
En considérant cette derniere, déterminons la nature de I'intégrale f e 2 dt.
—00

La fonction ¢ +> 2t est strictement monotone sur IR et de classe 6! donc on peut poser x = 2t et, d’apres le
théoréme de changement de variable, les intégrales :

+00 _ﬁ +00 _ﬁ
e zdx et e 2 x2dt
—00 —00

+00
A Cea o _2p2
sont de méme nature ce qui induit la convergence de l'intégrale J e 2t dt.

—00

m Comment calculer une intégrale convergente ?

SF129 | Utiliser une primitive

b
Si f est continue sur [a,b] et si F est une primitive de f sur [a,b[ alors | f(x)dx converge si, et

a
seulement si, F admet une limite finie £ en b et I'intégrale vaut alors £ — F(a).

Exemple

Calculons f
0o VI—x

1
dx.

La fonction x \/% est continue sur [0, 1[ donc le seul probléme est en 1.
X
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Soita € ]0,1[:
Jy sl
x=|[-2 l—x]
0 Vl-x 0
=2-2V1l—-ag,
puis :

L Lo
donc J dx converge et j
0 Vl-x 0 VI-x

dx = 2.

SF130 | Mettre en évidence une combinaison linéaire d’intégrales

La linéarité de l'intégrale permet de calculer séparément diverses intégrales convergentes [S5.6].

Exemple

+00 2
Calculons J x+3 dx.
1 X

La fonction x +— ’”2 est continue sur [1,+oo[ eton a:

x+2 1 N 2
x3 X2 x3

a
J x+2 f idx+J- 23dx
1 X
a l a
_[_;]1+[ x2 1
-
a a a?

—2,
a—+0co

On en déduit pour tout a>1:

x+2
3

dx =2.

+00
xX+2
donc J 3
1

+00
dx converge et J
1

SF131 |[Ramener le calcul a celui d’une autre intégrale «plus simple»

De méme que pour simplement montrer la convergence, intégration par parties et changement de

variable permettent de ramener le calcul de I'intégrale considérée a celui d’une intégrale « plus
simple ».

Exemples
0

1> Calculons J In(x+ 1)dx.
-1

La fonction x — In(x + 1) est continue sur |- 1,0] donc le seul probléme est en —1.
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Soit a € | - 1,0], on consideére les fonctions u et v définies sur |a,0[ par :

u(x)=In(x+1) donc w(x)= 2
v(x)=x+1 v’

Les fonctions u et v sont de classe %! sur ]a, 0] donc on obtient par intégration par parties :

foln(x+ 1)dx = [(x+ 1)n(x + 1)]:—fo(x+ 1>xi1dx

=—(a+1)In(a+1)+a

Par croissances comparées,ona: (a+1)In(a+1) — 0. On en déduit que l’expression tend vers —1
a——

quand a tend vers —1.

0

0
Donc J In(x + 1)dx converge et f In(x+1)dx =-1.
-1 -1

+o0

2> CalculonsJ- e_thdt.

—00

Le changement de variables mis en place dans un exemple précédent permet de prouver l'égalité :

“+0o0 X2 +00 5
f e 7dx= 2—[ e 2 dt.
-0 -0

+00
.. e s "y _2¢2 TC
Ainsi, avec la valeur de 'intégrale de référence, J e 2dt = A / 5

—00
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Quelques exercices d’application

Exercice C-59\

I

1. Calculer: 1= J4 (tan(x) + 1)dx.
0

it sin(t)
o cos3(t)

2. Calculer:J =

e

3. En posant t = In(x), calculer : I = J; ) x X

Exercice C-60 ‘

s
2

Pour tout n € N, on pose : I, = f sin”(x) dx.
0

Calculer I et I;.
. Soit n € N. En intégrant par parties I,,,,, établir que : (n+2)I,,,, = (n+ 1)L,

1.
2
(g L PR n+1
3. Vérifier que (I,,),>0 est décroissante. En déduire que : ?In <l <1,
n
4. Démontrer que : I,,,; ~1I,,.

5

. Btablir que: VneN, (n+1)I,1, = %

Tt

6. En déduire que : I, ~ o
n

Exercice C-61

n

1
Calculer la limite de la suite u donnée pour tout n>1 par: u, = — ) +k(n—k).
n
k=1

Indication : le calcul pourra nécessiter un changement de variable dans une intégrale a ’aide de

) . . 1+sin(t)
l'application t > —5—.

Exercice C-62

2

Toodt
Calculer le développement limité a l'ordre 10 en 0 de : f(x) = J .
x Vi+td

Exercice C-63

Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence de la série de terme général u,, :

2
Loy, = (in(m)
n(n+1) 4. U ==
1 1
20 Uy = ———; —sin(—)-
Y ] 5. “”_Sm(nz)'
1 o
3. unzln(1+—); 6. unzw.
n n
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Exercice C-64
Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence de la série de terme général u,, et calculer la
somme en cas de convergence :

1 ou,=(n+1)e™; n?+n+l
n(n+1) 4wy =———
2 HHZT;
3 21 5 n2"
u, = ; u, = .
T (n+1)! " (n+1)

Exercice C-65 ‘

Soit a € R. Déterminer la nature de la série de terme général : u, = (—1)”n“(; - sm(;)).

Exercice C—66‘
Soit (u1,),en une suite a valeurs strictement positives telle qu’il existe un réel k > 0 vérifiant :

u
Il Sk
U, n—o+oo
1. Montrer que si 0 < k <1 alors la série de terme général u,, est convergente.
2. Montrer que si k > 1 alors la série de terme général u,, est divergente.

3. Que peut-on dire lorsque k =17

Exercice C—67‘

Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence de l'intégrale :

L r+oo Sil’lz(t) dt;
JO t2
r1

2. | (2-1) In(t) dt;
JO
(+oo

3 sin(t) e dt
JO

Exercice C-68\
Dans chacun des cas suivants, montrer la convergence de I'intégrale et calculer sa valeur :

(+oo

1. e dt;
JO

2 [

' Jo1V1-+¢2 '

(+oo t

3. ——— dt;

JO (t2+3)2

r

(SIE]

4. cos(t) ln(tan(t)) dt.
JO
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Exercice C-69

xn

V1-x

1
Pour tout entier naturel n, on pose : u,, = J‘ dx.
0

1. Montrer que u,, est bien défini.
2. Déterminer la limite éventuelle de la suite (1,,),eN-

3. Quelle est la nature de la série Zun?

n=0

Exercice C-70 ‘

Pour tout x et y réels strictement positifs, on pose :

1
B(x,v) = L 11— )Y 1dt.

1. Prouver la convergence de I'intégrale définissant B(x, ).
2. a. Prouver que, pour tous x> 0ety>0,ona: B(x,y) =B(y,x).
b. Montrer que, pour tout x>0ety>0,ona: B(x+1,y) = %B(x,y +1).
3. Montrer que, pour tous x >0ety>0,ona: B(x,y+1)=DB(x,y)-B(x+1,p).

En déduire que:
B(x+1,9)=

+7 B(x, ).

4. Soit n un entier naturel non nul. Soit x un réel strictement positif.

a. Etudier le signe sur [0,1] de la fonction g : t > e~

ona:
t?’l
(1——) <e™,
n

b. Montrer que, pour tout t € [0,n],on a:
t? t\"
(1——)e_t <(1——) :
n n

J:(l—f)"ﬁ*dt———eruy

n n—+o00

—1+t. En déduire que pour tout ¢ € [0, 1],

c. Montrer que :

5. Montrer que :

n*n!

¥x>0, I'(x) =,}1_>r§ox(x+1)...(x+n)'

Exercice C-71 ‘

Soit f une fonction continue sur un intervalle [, b], on note :

I:ijﬁﬂt

n—1
Rn:b_“iif@+kb_“)

n n
k=0

et pour tout entier n € N :
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1. On suppose que f est une fonction lipschitzienne sur [a,b], de rapport A, c’est-a-dire vérifiant :

V(x,y) €la bl |f(x)- f@)| <A [x -]

Montrer que l'on a :
(b —a)?

VneN, IR, -] <
neN', R, -1 < ==

2. Que peut-on dire dans le cas d’une fonction de classe ¢! sur [a,b]?
3. Proposer un script en Python permettant d’obtenir une valeur approchée a 107> pres de :

1,
I:J e 2 dt.
0

Exercice C-72

1. Soit ¢ une fonction de classe % sur un intervalle I et (a, p) € I2.
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 3 pour ¢ entre “Tw et a, puis

entre O‘Tﬂs et B, montrer que :

B o
0lB) - pla) = (- (3 + %{ [ 6o wan- [ @020 dt].

2. On considére une fonction f : [a,b] — IR de classe 62 et on subdivise 'intervalle [a,b] de fagon
b—
réguliére en n+ 1 points par : Yk € [0,n]], ax =a+k " i3

”(t)|.

On pose également M, = max |f
a<t<b

b
b—
On souhaite montrer que I = J f(t)dt est la limitede : S,, = — Zf(— .
a

a. Interpréter géométriquement la somme S,,.
b. En utilisant la question 1., montrer que :

M, (b -a)’

Vn>1, [I-5,|<
n>1 [[-5,] Y

c. A l'aide de Python, comparer numériquement l'efficacité de cette méthode a celle de 'exer-
cice précédent.

Exercice C-73

Montrer que :

e 02
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