TD 1 — Systémes linéaires, matrices — calculs

Exercice 1-10

1. Soit A € M,,(R). En utilisant les mémes notations que ci-dessus concernant les matrices E; ;, calculer pour
(i,j) € [1,n]? les produits :

AEi,i Ei,iA A(EL] + Ej,i) (Ei,j + E]’I)A
2. Déterminer les matrices de M, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques de M, (RR).

1. Soit (r,s) € [1,n])?, alors :

n
AB,j[r,s]= ) AlrK]E; [k s]
k=1

=) Al K]S xd)c
k=1

= A[l’,l']f)jys

_{AUJ] sij=s

0 sinon
n

Ei'jA[T’,S] = ZEi,j[r’k]A[k’S]
k=1

n

=) 88 kAlks]
k=1

= A[jis]éi,r

3 {A[j,s] sii=r

0 sinon

On en déduit :

Alr,i] sii=s Ali,s] sii=r
AE,; ;[r,s] = [ri] ) et E;;Alr,s] = [i2s] ) .
0 sinon 0 sinon
Donc AE; ; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf la i-éme colonne qui est la i-eme colonne de A, et
E; ;A est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf la i-eéme ligne qui est la i-eme ligne de A.
D’autre part pour i #j :

A(E; +E;)[r,s] = {A[r,z] s?] =S {A[r,]] s? i=s
0 sinon 0 sinon

Donc A(E;j + E; ;) est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf les i-éme et j-eme colonnes qui sont
respectivement les j-éme et i-eme colonnes de A.
De méme, (E; ; + E;;)A est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf les i-eme et j-eme lignes qui sont
respectivement les j-éme et i-eme lignes de A.
. Supposons que A commute avec toutes les matrices symétriques de M,,(IR) alors, en particulier, A avec les matrices
de la forme E;;+Ej; Considérons donc (i, j) € [[1,n]]2, ona:

A(E; ; +Ej )i j] = (Bij + Bj )A[i,j] ie. Ali,i] = A[j,j]
D’autre part :
AEi’i[i,]'] = Ei’l’A[l’,j] i.e. 0= A[l,]]
On en déduit que A est de la forme A, avec A e R.
La réciproque est évidente.

Donc les matrices de M,,(R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques de M,,(IR) sont les matrices A1,
avec A € R.
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Exercice 1-12

Déterminer, en fonction des parameétres, les rangs des matrices suivantes :

A =
be ca ab

1 1 1
b+c c+a a+b B=

(ou B est une matrice de M,,(R)).

» Pour la matrice A, on comment par C; « C; —Cy et C3 < C3-Cy :

1 0 0
rg(A)=rg|b+c a-b a-c |.
bc  cla-b) b(a-c)

eSia=b=calors:
1

rg(A) =rg [Za
a2

o O O

eSia=ceta=balors:

*Sia="beta=calors c’est analogue et rg(A) =2. De mémesib=cet b =a.
e Le dernier cas est celui ou a, b et ¢ sont tous distincts :

1 0 0
rg(A) :rg[b+c 1 1]
bc ¢ b
1 0 0
:rg[b+c 1 0 ]
bc ¢ b-c

=3.
En résumé, rg(A) correspond au cardinal de I'ensemble {a, b, c}.

» Pour la matrice B, on peut commencer par le cas ou a = 0, alors :

0 b (0)
B =
(0) b
b (0) 0

donc B est nulle pour b = 0 et de rang n pour b = 0.
On suppose désormais que a = 0 et on effectue successivement les opérations :
Cz «— HCQ - bCl, C3 «— LIZC3 - bCz, C4 «— a3C4 - bC3,.. .

de sorte que :

a 0 0
rg(B) =rg O
a
b a"—(-1)"b

donc rg(B) = n lorsque a" # (-b)" et rg(B) = n—1 sinon.
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