TD 3 — Suites

Exercice 3-2

1. Pour tout n € N*, on considere la fonction :
n
fn:]0,400[> R, x> x—n+ 5 In(x).

Etudier les variations et les limites de la fonction f, (on ne demande pas de représentation graphique).
Justifier que, pour tout n € IN, il existe un unique réel o, vérifiant f,(a,) = 0.

. Montrer que, pour tout n € N*,ona:1<q, < e,

Soit n € N*. Exprimer In(«,,) sous la forme p, + g,,a,, avec p,, et g,, des fractions dépendant de n.

Que peut-on dire du réel f,,1(a,)?

En déduire la monotonie de la suite ().

N oo os e

Montrer que la suite (a,,) converge puis déterminer sa limite.

1. Soit n € N*. Les fonctions :
x> x—n et x> In(x)

sont dérivables sur ]0,+oo[ donc, par combinaison linéaire, f, est dérivable sur cet intervalle et :
, nl
V¥x €]0,+o0[, f,(x)=1+ 3377 0
X

donc f, est strictement croissante sur son intervalle de définition.

On a de plus:
In(x) —— —o0 donc f,(x) —— —o0
x—0+ x—0"
et:
n  nln(x)
—x[1-=4 =2
) =x{1- 5+ 520
or par croissances compareées :
In(x)
— 50
X X—+00

donc la parenthese tend vers 1 puis :

folx) T oo

On peut résumer ces résultat dans le tableau de variations de f,,.

X 0 +00

|-
+00
fulx) _—

2. La fonction f,, est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0, +oo[ donc elle réalise une bijection de 0, +oo[
vers f(]0,+oo[) = R. En particulier, I’équation f,(x) = 0 admet exactement une solution réelle.

Donc ‘ il existe un unique réel a,, vérifiant f,(a,) = 0. ‘

Remarque - a ce stade de I'année, j’attends la mention de la continuité, de la stricte monotonie et du fait que f,
prenne des valeurs négatives et positives.

3. Ona f,(1)=1-n+%5In(1)=1-ndonc f,(1)<0.

Ona f,(e?)=e?>—n+ %ln(ez) =e? donc f,(e?) > 0.
~——
=2
Puisque f, est croissante sur ]0,+oo[, on en déduit :

1<an<e2.




4. Larelation f,(«,) = 0 s’écrit :

an—n+gln(an): 0

d’ou "
3 In(a,) =n—ay
puis
2
In(a,) =2- e
5. Ona

Furt (@) = @ = (1 1)+ "o In(a)

n
n+1
=0y - " 0y
1
=—=a
o

or o, > 1 donc:
fn+1(0‘n) <0.
6. SoitneIN*,on a:
fn+1(an) <0= fn+l(an+l)

or f,.1 est croissante donc :
Oy < Opyq

donc ‘ la suite (o) est strictement croissante. ‘

7. D’apres les questions 3. et 6., la suite (o) est croissante et majorée donc .

Si l’'on note ¢ la limite de («,,) alors la relation :

In(a,) =2- %an
donne en passant a la limite et par continuité de la fonction In :
In({)=2-0
donc la limite est e? :

— €.
n—+oo
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Exercice 3-3

On considére une suite u définie par son premier terme, vérifiant uy > 1, et la relation de récurrence :

VneN, u,.; =u,+e "

1. Montrer que: Vne N, u, > 1.

2. Etudier la monotonie de la suite u.

3. Montrer que la suite u diverge vers +co.
Indication : on pourra par exemple raisonner par l’absurde.
4. Justifier le fait que : ¢ " —1 ~e~¥n,
5. En déduire la limite de : e"n+1 —e¥n,
6. En exploitant le lemme de Cesaro, montrer que : e~ n(") s 1.
7. En déduire : u,, ~ In(n).

1. Montrons par récurrence sur ’entier n € N, la propriété :
P(n): «u,>1»

* On a par hypotheése uy > 1 d’ou P(0).
* Soit n € N tel que l'on ait P(n).
L’hypothése de récurrence donne u,, > 1. Comme e % > 0, on en déduit :

Uy = Uy +e7¥ > 1

etl'onaP(n+1).
e Par récurrence, on a P(n) pour tout n € N c’est-a-dire :

‘VnelN, u, > 1.

2. SoitneN:
Uy — Uy, =€ "1 >0,

donc | la suite u est strictement croissante. ‘

3. Comme la suite u est croissante, soit elle converge, soit elle diverge vers +co.
Supposons que la suite u converge et notons ¢ sa limite, alors :

u, —— € et u, 4 —— L.
n—-+00 n—+co

D’autre part,on a:

e*——e ! donc e —— et

x—C n—+oo
On en déduit la relation :
(=C+el e etl= 0,

c’est impossible. Donc u ne converge pas.

On en déduit que | u diverge vers +oo.
4. Ona:

U, —— +c0 et e ¥ —0,
n—+00 xX—+00

donc :
e i —— 0.
n—+oo
On sait que pour toute suite (x,),cn de limite nulle, on a :
e —1~x,

donc :

~u
ee "o 1 ~u,

~e
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5. SoitneN,on a:

eun+l — eun — eun"'e_u” — e”n
=etne® " —etn
—up
=e'n (ee - 1),

ce qui donne d’aprés la question précédente :

[/ u u —u
elin+l —eln L eMn x e n,

Upi1 u
en+tl — e Tl~1’

eun+1 _eurl _— 1
n—+oo

6. On applique le lemme de Cesaro a la suite (e"»+1 —e"r) _, qui converge vers 1 donc :
n-1

1
_ (euk+1 — euk) — 1,
n n—+oo

or par télescopage :

I
¢}

d’ou :

Comme :

il s’ensuit :

or :

donc :

7. La question précédente donne :

d’ou a fortiori :

In(n)  n—o+o

c’est-a-dire :

ce qui donne :
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