CHAPITRE V

V.A. DISCRETES ET ESPERANCE

Exercice C-75 ‘

On considére une suite infinie de lancers indépendants d’une piece truquée donnant pile avec
une probabilité p € ]0,1[.

1. Soit n > 2. Quelle est la probabilité que la séquence pile-face apparaisse pour la premiere fois
aux lancers n—1etn?

2. Quelle est la probabilité que la séquence pile-face apparaisse au moins une fois?

3. Quelle est la probabilité que la séquence pile-pile apparaisse sans qu’il n’y ait jamais eu de
séquence pile-face auparavant?

On note en abrégé P et F pour pile et face respectivement.

1. Pour tout n > 2, notons E, ’événement : « la séquence PF se produit pour la premiere fois aux
lancers n—1 et n » et pour tout k € N*, F; I'événement : « le k-iéme tirage donne F ».

Avec cette notation, une succession de tirages réalisant I’événement E, est du type (avec 0 <k <
n—2):

Fn---nENE,n---NE,_,NE,_1NE,.
Compte tenu de I'indépendance des différents tirages, la probabilité de cette succession de tirages
est (en notantg=1-p):

qkpn—Z—kpq — qk+1pn—1—k‘

Ainsi, E,, s’écrivant comme 'union disjointe de ces différents événements, on a

n-2 n—2
P(E,) = qk+1pn717k — qpn71 qup’k.
k=0 k=0
Si g # p alors on peut écrire :
1= (f—))ni1 il _gn-1
P(E,) = qp™ =4qp
! 1-4 P-4
Siqu:%alors :
n-2 n—1
P(E,) = pn I= on
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2. Notons E I'événement : « la séquence PF apparait au moins une fois », alors :

d’ou :

Sip=#gqalors:

+00
E=[+JE,
n=2
+0o
P(E)= ) IP(E,)
n=2
> n—1 n—1
P —q
IP(E) = ’
qu P

ce que l'on peut scinder en deux séries convergentes :

puis :

Danslecasoﬁp:q:%,ona :

+00 +00
II')(E) — p_q ( an—l _ Zqﬂ—l )’
P—1a n=2 n=2

I1 s’agit d’une série « géométrique dérivée » donc :

+00 +00
H’(E)=—p_q( p'- q”)
1 n=1 n=1
_ p ( 1 B 1 )
p—q pl—p ql—q
_pa(,1_ l)
—q pq qP
2 2
p —
:—_q p q —p+q:
q pq
+00 1
1P(E)=Z(n-1)F
n=2
_l+oo i
2 on
n=1
1< 1
=3 ) "3
n=1
1 1
IP(E):? 12:1.
(1-3)

3. Pour tout n > 2, notons E;, I’événement : « la séquence PP se produit pour la premiére fois aux
lancers n—1 et n et il n’y a pas eu de séquence PF auparavant ». La seule succession de tirages

réalisant cet événement est :
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donc, comme plus haut :

Notons alors E’ I’événement « la séquence PP apparaisse sans qu’il n’y ait eu de séquence PF

auparavant »,on a :

d’ou :

Exercice C-78

pz
I-g¢

:p.

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge, indiscernables au toucher.

Un joueur tire une boule au hasard :

* sila boule est blanche, alors le joueur gagne;

* sinon, il remet la boule rouge dans 'urne et rajoute une boule rouge; puis répéte le méme

processus.

Ainsi, au fur et a mesure des tirages, la probabilité de gagner devient de plus en plus faible.

1.
2.
3.

Soit n € N*. Quelle est la probabilité que le joueur gagne avant le n-ieme tirage?
Quelle est la probabilité que le joueur ne gagne jamais?

On recommence le méme protocole, mais cette fois-ci, au lieu de rajouter une boule rouge, on

double le nombre de boules rouges supplémentaires. Reprendre les questions précédentes et a
I’aide d’une fonction Python, estimer la probabilité que le joueur ne gagne jamais.

3. Avec le méme raisonnement, on trouve :

P(Gy)

[
n k-2 2: 2
1 j=0
k-1 [
k=1| Y 2/41¢=0 Y 2i+1
j=0 j=0
n 1 k=2 2€+1 ]
2k 0+1
pa 2 =0 26+ 4+ 1
n 1 k-1 2€
ok ¢
pcy 2 -1 26 +1

def PG(n):

s =0

for k in range(1, n+1):
p = 1/(2%x(k))
for 1 in range(1, k):

p =p * 2%+x1 [ (2%*x1 + 1)

S =s +p

return s
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Ona:

>>> PG(100)
0.790288779102446
>>> PG(1000)
0.790288779102446

Exercice C-79

Une puce évolue sur trois cases A,B et C.
A l'instant t = 0, la puce se trouve sur la case A, puis elle se déplace de facon aléatoire sur ces
cases selon la regle suivante :

— sila puce se trouve en A ou B a I'instant t = n, alors elle ira sur I'une des deux autres cases avec
équiprobabilité a 'instant t =n+1;

— sila puce se trouve en C a I'instant t = 1, alors elle y restera a I'instant t = n + 1.
On suppose que cette situation est modélisée par un espace probabilisé (Q3, A, P).

On note A, (resp. B,,,C,,) I'événement : «;la puce se trouve en A (resp. B,C) a l'instant t = n » et
on note a,, b, et ¢, les probabilités correspondantes.

1. Justifier que pour tout ne N,ona:a,, 1 = %bn.

2. Donner (sans démonstration) les relations de récurrence analogues entre b,,,; puis ¢, et a,,
b, etc,.

Montrer que la suite (a, + b)), est géométrique.
En déduire la valeur de ¢, en fonction de n.
Déterminer les expressions de a,, et b, en fonction de n.

Montrer que la puce atteint la case C presque stirement.

N kW

Sachant que la puce est en C a I'instant t = n+ 1, calculer la probabilité qu’elle y ait été pour la
premiere fois a 'instant t = n.

1. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements de proba-
bilités non nulles (A,,,B,,C,,) :

IP(An+1) = IP(AM)IPAn (An+1) + IP(BM)IPB,, (An+1) + IP(Cn)IPCn(AIHI)

1
d'Ofl Ap+1 = Ebn

2. On ade méme | b, = %an et|c,p1 = %an + %bn +cye

On remarque également, que comme la puce est a 'instant 0 en A:ag=1et by =co =0.
3. Pour tout n € N :

Aps1 + bn+1 = (an + bn)

N | =

donc ’ la suite (a,, + b,) est géométrique | de raison % et de premier terme ag+by=1+0=1.

4. On déduit de la question précédente :
1 n
VneN,a,+b, = (E)

or (A,,B,,C,) forme un s.c.e. donc :

11’!
¢,=1-—a,—-b, donc |c, = _(E)
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5. Pour tout ne N :
1 1 1

Ans1 — bn+1 = Ebn - Ean = _E (an - bn)

donc la suite (a,, — b,,) est géométrique de raison —%.
On en déduit que pour tout n € N :

1 n
w=b=(-3)
puis :
1 1
ay = E (an + bn) + E(Qn - bn)
et ] ]
bn = E(an"'bn)_z(an_bn)
On a donc:

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1
w=(3) () |e|o=(3) +(3) -

On peut aussi écrire pour tout n € N :

1 1
An+2 = Ebnﬂ = Zan

donc la suite (a,,) est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est x> = i dont les
racines sont 5 et —1. Donc il existe un unique couple (), ) de réels tel que :

Iy 1y
VneN, an:)\(z) +V(—§) .

Il reste alors a résoudre le systéme correspondant, avec ap =1 et a; = %bo =0.On trouve A =p = %
De méme pour b avec la méme relation mais avec by =0 et by = %ao = %

6. Notons E ’événement « la puce atteint la case C», alors :

+00
E= UC"'

n=1

De plus, sila puce est en C a I'instant n, elle y sera encore a I'instant n+ 1 d’ou C, € C,,;. Cela
signifie que la suite (C,,) est croissante. D’apres le théoréme de limite monotone, on a donc :

P(E) =P

+00
U cn] = lim P(C,).
n—-+o0
n=1
Puisque ’%| <1, on déduit de I'expression de IP(C,,) obtenue a la question 4. :

P(E)= lim P(C,)=1

n—+00

donc ‘ I’événement « la puce atteint la case C» est presque str. ‘

7. Soit D, I’événement « la puce est en C pour la premiére fois a I’instant n » alors :
n

II)(Cn+l mDn) H)(Dn)

P D,) = =
G (D)= =5 E T T PG

puisque D,, c C, ;.
Il reste a calculer P(D,,). On a:

D, = Cn—l N Cn = (An—l 7 Bn—l) N Cn = (An—l N Cn) @ (Bn—l N Cn)

Sébastien PELLERIN 2025-2026



6 Chapitre V - V.a. discrétes et espérance

donc: ) |
]P(Dn) = ]P(An—l)IPAn,l (Cn) +IP(B,_; )IPB",I (Cp) =a,1 X E +by1 X 5

puis avec le résultat de la question 2. :
1 1,
P(Dy) = S (@51 +by1) = ()"

La probabilité cherchée est donc :

n

(

1_(%)n+1'

~

=

Pour le calcul de IP(D,,) on pourrait aussi écrire :
Dzk = AomBl ﬂAzﬂ mAzk_z OBZk_l ﬂCzk

et
Doks1 =AoNBrNA NN Ao N Bog1 MA N Copyg

puis appliquer la formule des probabilités composées.
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