TD 5 — Problémes d’analyse

Probléme 2 - Ecricome 2020

Le rapport du jury et la correction sont disponibles a ’adresse : https://urls.fr/T1GYFh

Probleme 3 - AgroVeto BCPST 2016

N , . In(k)
On consideére la série Z =
k=1
= In(k)
Pour tout entier n > 1, on note S,, = &

k=1
o . In(x)
1. a. Dresser le tableau de variations de la fonction x > ——.
X
b. En déduire que, pour tout entier k supérieur ou égal a 4,on a:

k+1 k
J In() 4, ) j Int) 4,
k k

X k X

¢. En déduire l'existence de trois constantes réelles positives A, B et C telles que, pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 4, on ait :

2 2
In (n+1)—A<Sn—B< 1n2(n)

In(k)
—

-C.

d. Que peut-on en déduire sur la série Z
k>1
2. Recherche d’un équivalent de S,,.
a. Montrer que :
In%(n+1) ~ In?(n).
b. En déduire que :
1
S, ~ = In?(n).
n~ 5 1In%(n)
3. On consideére la suite u définie par :
1
VYneN*, u, =S, - Elnz(n).
a. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 3, u,,; —u, < 0.
b. En déduire que la suite u converge.
Dans la suite de ’exercice, la limite de la suite u sera notée €.
4. On consideére la suite (A,),cn+ définie par :
In(k
VneN, A, =Y (1)1 %
k=1

a. Prouver que pour tout entier naturel non nul n,on a:

=

Ay =82, =S, - 11’1(2)
k=1

~| =

b. On admet qu’il existe un réel y tel que :

=1
—-1 — .
) g -Inm——
k=1
En déduire que la suite (Aj,,),cn+ converge et déterminer sa limite en fonction de y.

c. En déduire que la suite (A,,;1),eN- converge et déterminer sa limite en fonction de y.

d. Que peut-on en déduire sur la série Z‘(—l)k*1 _ln(k)‘

k
k>1


https://urls.fr/TlGYFh
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1

1. a. Les fonctions In et x > | sont dérivables sur R}

donc, par produit c’est également le cas de la fonc-

tion f donnée par f(x) = ln(x et l'on a pour tout
x>0: .
, sx—=In(x) 1-In(x)
f (x) == xz = x2 .

Cela permet de dresser le tableau de variations de
cette fonction en faisant apparaitre la valeur e :

X 0 e +00
f(x) 0 -

1
fal | = T,

. Soit k > 4, de sorte que k—1 > e. Le fait que f soit

décroissante sur [e, +oo[ permet d’écrire :

In(x) < In(k)

Vxelkk+1], . =

et:

Vxel[k-1,k], @ < Int),

Par croissance de 'intégrale, on en déduit respecti-

vement :
k+1 k+1
J ln(x)dxéj ln(k)dx,
k x k k

k k
f ln(k)dx <J- In(x) dx,
k-1 k k-1 X

c’est-a-dire :

et:

et:

et ’on a bien:

k+ k
J 1de<ln(k)<f In(x) 4
k k

X k X

. Soit n un entier supérieur ou égal a 4, on déduit de

la question précédente :

dx,

//\

1 In(x In(k) _ (% In(x)
Vke[[4n]]j k SJ]‘(_lT

d’ou, en sommant :

n k+1 n k
In(x) In(k) J In(x
E < < E
L P k k-

k=4 k=4
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c’est-a-dire en invoquant la relation de Chasles :

n+1 n
j ln(x)dx <S,-0- In(2) B In(3) <J ln(x)dx.
4 b 2 3 3 X

On remarque maintenant qu'une primitive de la
fonction x ln(x)% est x — %lnz(x), d’ou:

[%lnz(x)]z+l< lnf) 1“33) [l

c’est-a-dire :

1. 2 [
< n
2ln (n+1) 2ln (4)<S

Posons :

In(2) ()  _ %1112(3),

A= %1112(4), B=

alors A, B et C sont positifs et 'on a pour tout n >4 :

In?(n+1) In?(n)
———— -A<S,-Bg -C.
2 S 2 ¢
. Ona: 5
1
n (n+1)_A oo,
2 n—+oo

donc, par théoreme de minoration :

S, —-B— 400,
n—+00

soit :

S,, — +o0.
n—+oo

. PourtoutneN*,on a:

In(n+1) :ln(n(l +%)):ln(n)+ln(1 +%)

d’our :
1
In(n+1) +1n(1+5)
In(n) In(n)
Ona
1
ln(l + —) —— 0 et In(n) —— +oo,
n) n—+oo n—+00
donc
ln(l + %)
In(n) n—o+eo 0,
puis :
In(n+1) 1

e
In(n) n—-+o0

et a fortiori en élevant au carré :

In?(n+1)

11‘12 (11) n—-+oo
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b. L'inégalité de la question 1.c. donne pour tout entier

nz4:

1ln’(n+1) A S, B 1 C
< — <

2 In?(n) - In%(n) - In?(n) In?(n) T2 lnz(n)’

or:

A C
lnz(n) n—+oo 11‘12(11) n—+oo

donc, d’aprés la question précédente, les deux
termes «encadrant» tendent vers % donc, par théo-
réeme d’encadrement, on obtient :

S, B 1
In%(n) In%(n) noteo 2

or:

B
2 0,
In (Tl) n—-+oo
donc :
S, 1

N
lnz(n) n—+oo 2

puis en multipliant par 2 :

25, —> 1.
lnz(n) n—+co

. Considérons un entier n > 3, alors :

n+1 n 2
In(k) n+1 In(k) In“(n
. un—Z LIRLCURSTI oINS U)

soit :
In(n+1) In*(n+1) . In?(n)

n+1 2 2
L'inégalité de droite de la question 1.b. donne en
l'appliquant avec n+1 :

In(n+1) _ J'"“ Inx)
n

Uyl — Uy =

n+1 x
soit :
In(n+1) _ In’(n+1) In*(n)
n+l 2 2
d’ou :
1 2 2
n(n+1)_1n(n+1)+ln (H)SO,
n+1 2 2
donc :

‘Vn>3, un+1—u,,<0.‘

. L'inégalité de gauche de la question 1.c. donne :

In%(n)

2 2
In (n+1)_ln (n)—A+B<Sn— )

2 2

or In?(n+1) > In?(n) d’out :
Vnz4, —-A+B<u,.

La suite u est donc minorée et, d’apres la question
précédente, décroissante.

On en déduit que | la suite u converge.
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4. a. Démontrons par récurrence sur l'entier n > 1, la

propriété :
— 1
P(n): «Aj, =Sy, —S,, —1n(2) E e

ePourn=1,0ona:

Ay = (-t

et:

L1 In2) 1
S,-S, —In(2 ZE T In(2)7 =~ 1In(2)
k=1

d’ou P(1).

* Soit n > 1 tel que l'on ait P(n). Montrons que 'on
aP(n+1).

Ona:

In(2n+1
Ag(ny1) = Agp + (-1 1)2t- 1InZn+1)

2n+1
+ (_1)2n+271 111(211 + 2),
2n+2
soit :
In2n+1) In(2n+2
Az(”ﬂ) = At §n+1 ! - ;n+2 !
puis :

In2n+1) In(2n+2)
2n+1 2n+2
_zlln(2)+ln(n+ 1)
2 n+1

Agny1) = Agp +

’
c’est-a-dire :

In(2n+1) N In(2n+ 2)
2n+1 2n+2
In(2) In(n+1)
T+l o+l

A1) = Agp +

puis en utilisant I’hypothése de récurrence :
In(2n+1)
A, =5,,-5,
2(n+1) 2n Z k 2?1 +1

+1n(2n+2)_1n( )_1n(n+1)
2n+2 n+1 n+1

d’ou :
n+1

A1) = Sons2 = Sus1 — Z—

et on a donc P(n+1).

*Ona:

P(1) et Vn>1, (P(n) — P(n+ 1)),

donc, par récurrence, la propriété P(n) est vraie
pour tout entier n > 1, c’est-a-dire :

n
Vne N*, AZn = S2n - Sn - 11’1(2)
k=1

~| =
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b. Tout d’abord, on a pour tout n € IN*:

In%(2n In%(n
SZn_Sn:u2n+ ; )_”n_ 2( )
2
(In2)+In(m)"  1n2(n)
=Uppy— Uy + ) - 2
In?(2
=y, — 1, + nz( ) +In(2)In(n).

La relation de la question précédente donne alors :

In?(2)
AZn :”2n_un+T

+1n(2)In(n) - In(2) Z%
k=1

2 n
= Uy, — Uy + In 2(2) - ln(Z)( Z% — ln(n))_

k=1

Comme la suite u converge vers ¢, il en est de méme
de la suite (u5,),en+ dou :

In%(2
Agy—— €+ n°2) )y,
soit :
In?(2)
A = @y
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¢. Tout d’abord, on a :

2n+1

_1In(k

Agpyr = Z(—l)k 1%
k=1

_11n(2n+1)
_ _1\2n+1-1
= Ao+ (1) 2n+1
3 In(2n+1)
= Ao 2n+1

or, par croissances comparées :

In(2n+1)
2n+1 n—+oo

i

d’ou, d’apres la question précédente :

In?(2)
Aol 700 7

—In(2)y.

d. Puisque les suites (Ay,)uen: et (Azui1)neNt
convergent vers la méme limite, on en déduit que
(Aj)uen+ converge également vers cette limite :

In%(2)

o stoo 2

A —In(2)y.
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