TD 8 — Variables aléatoires a densité

Probleme 2 - d’aprés Edhec 2016 ECE ¢. En déduire également que X possede un moment d’ordre 2 et retrouver la
valeur de E(X?).

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un | 4. 4. Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
méme espace probabilisé (Q, A, P). Déterminer la loi de 2T — 1.
On désigne par p un réel de ]0,1]. b. Onrappelle que, en Python, le module numpy . random dispose des fonctions
On considére deux variables aléatoires indépendantes U et V, telles que U suit la random et binomial permettant de simuler respectivement une variable
loi uniforme sur [-3,1], et V suit la loi uniforme sur [-1, 3]. aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[ et une variable aléatoire suivant
On consideére également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V, dont une loi binomiale.
la loi est donnée par : Ecrire des instructions en Python permettant de simuler U, V,Z puis X.

P(Z=1)=p et P(Z=-1)=1-p.

. . L. P ELEMENTS DE CORRECTION—
Enfin, on note X la variable aléatoire, définie par :

1. D’apres le cours :

VweQ,X(m):{g((:j)) g %Ei;il 0 si x<-3 0 si x<-1
B Fy(x) = % si -3<x<1 etFy(x)= % si —-1<x<3
1 si o x>1 1 si x>=3

On note Fx, Fy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et
V.

2. a. La formule des probabilités totales donne pour tout x e R :
1. Donner les expressions de F(x) et Fy(x) selon les valeurs de x.

Bx(x) = P(X < x)

= ]P(Z = 1)H)[Z:1](X < X) + IP(Z = —1).H)[Z:_1](X < X)
Vx € R, Fx(x) = pFy(x) + (1 - p)Fy (x). = p.Ppz_y)(U < %)+ (1 -p).Pz—q)(V < x)

2. a. Etablir, grace au systéme complet d’événements ((Z = 1),(Z = —1)), que :

b. Vérifier que X(Q) = [-3, 3] puis expliciter Fx(x) dans les cas : =p-P(U<x)+(1-p).P(V<x) (par indépendance)
= pFu(x) + (1 - p)Fy (x).

b. Comme U(Q) = [-3,1], V(Q) = [-1,3] et «XX = Uou X =V », on a bien

x<-3, -3<x<-1, -1<x<1,1<x<3etx>3.

¢. On admet que X est une variable a densité. Donner une densité fx de la X(Q) =[-3,3].
variable aléatoire X. De plus, en uti.lisant les expressions de Fy et Fy dans Fx(x) = pFy(x)+ (1 -
d. Etablir que X admet une espérance [E(X) et une variance V(X). P)Fy(x): on obtient :
3. On se propose de montrer d’une autre facon que X posséde une espérance et st x3<<—3 < y Fx (x) iP-g:g(l —1P) 0 T)O_ s
un moment d’ordre 2 puis de les déterminer. St mosxs=L: Fx(x) = p'T3 +(1-p) N Py 1
, sio —1<x<1: Kx)=p 2 +(1-pst=5+1+5
a. Vérifier que lona: si 1<x<3: Fx(x)=p1+(1-p). =L =p+(1-p). 2L
1+Z 1-7 . 4 4
X=U +V—. si x>3: Ex(x)=p1+(1-p)l=1
2 2 Remarque : On vérifiera la continuité en -3,-1,1 et 3 et cela montre qu’en
b. Déduire de l'égalité précédente que X possede une espérance et retrouver fait on aurait pu mettre partout des inégalités larges

la valeur de [E(X).



¢. En admettant que X est une variable a densité, on obtient une densité fx
de Xen dérivant Fy, et donc par exemple :
si x<-3: fx(x)=0"=0
si —3<x<-1: fX(x):%
si —1<x<1: fx(x):%
si 1<x<3: fX(x):%p
si x>3: fx(x)=1"=0
d. Puisque X(Q) =[-3,3], la variable aléatoire X admet une espérance et :
E(X) = 52 x fx(x)dx
= f__i x.0(71x+f__31 de+f+11 ldx+rl3 1;palx+£r3m x.0dx
1 +1 2
- P[5+ [0-p3],
9
- E- ¥+ -k a-pG-b
= 1—2p
De la méme facon :
E(X?) = [0 fx(x
= j__ixz.odx+f__31x2.§dx+fjl x? dx+f1 x5 pdx+f3 x2.0dx
31—1 31+1 3 1+3
- x x —p)X
B [p12]_3+[12 1+[(1 p)12]+1
= Pz -+ -+ -p(f-5)
Et la variance de X :
7
VX)= EX?)-E(X) =2-(1-2p) = +4p—4p’
3. a. Z estsoit égale a +1, soit égalea-1.
De plus, lorsque Z=1:o0na U.%+ V.%:U.%+ V.%:U =X
et lorsque Z = -1 : on a aussi U.%+ V.%:U.%+ V.%:V =X.
Donc dans tous les cas U.#+ V.%: X1.
b. Onaalors:
E(X) = B(U.LZ +V.157)
= E(U. 1+Z) + E(V%) (linéarite de ’espérance)

E(U)E(.ﬂ) + E(V).E(%) (indépendance respectives de U et V

E(U).(2EE) L g(v). (152

(linéarite de ’espérance) .
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=3+1 _
> =

Il nous reste a calculer E(U) = -1, E(V) = %*3 =1et E(Z) =

1.p+(-1).(1-p) =2p—1, pour obtenir :
E(X)= 122l et

= -1lp+1.(1-p)=1-2p (onretrouve le résultat du 2))

Pour calculer X? = (U. IEZ V.15%)2, on peut démontrer (ou admettre?) la

formule (a+b+c+d)? =a?+b?+c?+d?+2ab+ 2ac+ 2ad + 2bc + 2bd + 2cd.
On obtient alors :

E(X?) = E(U.LZ2 +Vv.152)2) = JE((U+ UZ + V- VZ)?)
+U?22+V2+V?Z2+2U%Z+2UV-2UVZ+2UVZ-2UVZ? -2
$E(U2+U%2+V2+V2+20U%Z+ 20V -2UV -2V?22)

${2B(U?) + 2E(V?) + 2E(U?)E(Z) - 2E(V?)E(Z)}

$E(U?

* |

Pour *: On a utilisé la linéarite de 'espérance et I’ indépendance des
variables.
Pour terminer ce calcul, il nous reste a calculer les espérances :

1-(-3))? 4
E(U?)=V(U)+E(U)* = i) +(-1)=Z+1=2
12 3
3-(-1))* 4 7
E(V?) = E(V)? = —( =—+12==
(V) = V(V)+ BV = ool = 212 = 2
Donc
114 14 7 7 7
E(X?) = ~(—+— —(2p-1)-2=(2p—1)) = =(on retrouve encore le résultat du 2)
4° 3 3 3 3
4. a. Comme T(Q)={0,1}etP(T=1)=petP(T=0)=1-p,ona (2T -1)(Q) =
{-1,1}avec P(2T-1=-1)=P(T=0)=1-petP(2T-1=1)=P(T=1)=p.
Conclusion ¢ si T suit une loi B(p) alors 2T-1 suit la méme loi que Z ‘ .
b. U=grand(1,1, unf’,-3,1),
avec an¢ ) unf’,-1,3),

Z%Z*Qran(;(1,1,’bin’,p)—1,
X=Ux (1+Z) [2+V=(1-2Z) /2,
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