TD 10 - Algébre bilinéaire

Exercice 10-1
n n

Montrer que pour tous réels xq,x;,...,Xx,,ona: > xX; < \Vn E x;2.

Préciser le cas d’égalité.

Exercice 10-2

1. A l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :

YA € M,(R), Tr(A?) < Tr("AA).

2. Montrer que 'on a Tr(Az) = Tr( tAA) si et seulement si A est une matrice symétrique.

Exercice 10-3

Soit u et v deux vecteurs non nuls d’un espace euclidien E. Etablir I'équivalence entre les assertions :
i. les vecteurs u et v sont orthogonaux;

ii. pour tout A € R, on a ||[Au+v|| > ||v]|.

Exercice 10-4

Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R" muni du produit scalaire canonique et A = (4;)1<;,j<» Une matrice
orthogonale. On désigne par c; le vecteur de R" dont la matrice colonne dans la base canonique est la j-eme
colonne de A .
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1. Montrer que : ZZ&U <
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2. On note X la matrice colonne constituée de 1, calculer {(AX)(AX).

n n
3. En déduire I'inégalité : ZZuij <.
i=1 j=1

Exercice 10-5 (inégalité de Bessel) ‘

Soit & = (eq,.. .,ep) une famille orthonormée d’un espace euclidien (E, (-, -)). Montrer que :

p
VueE, Z(u,ei)z < ).
i=1

Exercice 10-6

Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs d’un espace euclidien telle que :
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V(ey,...,e,) € {=1,1}",

Montrer que la famille est orthogonale.
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Exercice 10-7 (polynémes de Tchebychev) ‘

On définit une suite de polynomes (T),),.n, par la récurrence :
To=1 Ti(x)=x et VnelN, T,.(x)=2xT,1(x)—T,(x).
1. a. Soit n € N, justifier que pour tout 0 e R :
cos((n+2)0) + cos(nB) = 2cos((n+1)0)cos(O).
b. Montrer que pour tout réel 0 et tout entier naturel n :

cos(n0) = T, (cos(0)).

2. Soit n € N*. Soit (-,-) 'application définie sur R,,[x]? par :

1
P(£)Q(#)
®0)- | d.
-1 V1-1¢2
a. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R,,[x].

b. Vérifier que la famille (Ty)y;<, est une base orthogonale pour ce produit scalaire.
c. Déterminer ||Ti|| pour tout entier k € [0, n].
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c. Vérifier que T, est 'unique polyndme vérifiant la relation précédente. Préciser le degré de T,,.
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