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Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

A - Couples de variables aléatoires discretes

A.1 - Loi d’un couple de variables aléatoires

Proposition et définition IX-1

On dit que deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme un espace probabilisé (Q3,.4,P)
sont indépendantes lorsqu’elles vérifient 'une des conditions équivalentes suivantes :

i. pour tout (x,v) € R?, ]P((X <x)N(Y < y)) =P(X<x)P(Y<yp);
ii. pour tous intervalles I et ] de R, IP((X ehn(Ye ])) =P(Xel)P(Ye]);

Exemple
On lance deux dés usuels équilibrés : on note X la somme des deux résultats et Y leur produit.

L’événement ((X =6)N(Y = 6)) est impossible alors que P(X = 6)P(Y = 6) = 0.

Donc les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

On considere un espace probabilisé (Q, A, IP).

Définition IX-2

1. On dit que (X,Y) est un couple de variables aléatoires sur () lorsque X et Y sont des variables
aléatoires sur Q.

2. On appelle loi du couple (X,Y) la fonction :

Fxy): R >R, (x,p)—P((X<x)N (Y <)).

Remarques

1> Si X et Y sont indépendantes alors, pour tout (x,) € R?, Fx,v)(x,9) = Bx(x)Fy ().

2» Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes, alors la loi du couple (X, Y) est déterminée par la
donnée des :

IP((X =x)N(Y = y)) pour (x,) € (X,Y)(Q).
Notons que l'on travaille souvent avec X(€2) x Y(Q) plutot qu’avec (X, Y)(Q).
La donnée de ces nombres définit la loi conjointe du couple (X,Y).

Les lois de X et de Y sont appelées les lois marginales du couple (X, Y).

Puisque {(Y =) ; v € Y(Q)} est un systeme complet d’événements, la formule des probabilités
totale assure que la loi de X est :

X(Q) = [0,1], x — Z P((X=x)N(Y =)
yeY(Q)
De méme, la loi de Y est :

Y(Q)—>[0,1], > Z P((X=x)N(Y =)
xeX(Q)
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A - Couples de variables aléatoires discrétes 3

Exemples
1> On tire au hasard deux numéros dans [[1, n], on note X le plus petit des deux et Y le plus grand. Alors :

Ona:X(Q)xY(Q)=[1,n-1]x[21].

Cependant : (X,Y)(Q) = {(i,j) e [1,n]?; i < j}.

2> Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement deux boules de cette
urne. On considere la v.a. X valant 1 si la premiére boule tirée est blanche et 0 sinon, et on considére la
v.a. Y valant 1 si la seconde boule tirée est blanche et 0 sinon.

Alors (X,Y) est un couple de v.a. qui prend ses valeurs dans {0, 1}°.

3> Considérons a nouveau l'urne contenant 3 boules blanches et 4 boules noires. On suppose que le tirage
est effectué sans remise. La loi du couple (X,Y) est alors donnée par :

4> Considérons le méme exemple mais, cette fois-ci, le tirage est effectué avec remise. La loi du couple
(X,Y) est alors donnée par :

5> En représentant la loi conjointe sous forme de tableau, il suffit de faire les totaux par lignes et par
colonnes pour obtenir les lois marginales.

Par exemple considérons a nouveau l'urne contenant 3 boules blanches et 4 boules noires pour un
tirage sans remise et pour un tirage avec remise.

Remarque

La connaissance des lois marginales ne suffit donc pas pour reconstituer la loi du couple. Pour ce faire,
on a besoin de la notion loi conditionnelle. Rappelons que la loi conditionnelle de X sachant (Y = y)

est:
PX=x,Y=y)

P(Y =y)

X(Q)—[0,1], xn—>IP(X =x|Y=y) =

Sébastien PELLERIN 2025-2026



4 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

A.2 - Somme de deux variables aléatoires discretes

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs entieres. La loi de la somme Z = X+ Y est donnée

par:
2(Q)={i+j;ieX(@Q)etjeY(Q)

VkeZ(Q), P(X+Y =k) = Z P((X =) N (Y = j))

(i,j)eN2
t.q. i+j=k

En effet, tout d’abord, on a :
P((X=1)N(Y=j))=P((X+Y=i+j)n(Y =j))
et les événements (Y = 0),(Y = 1),... forment un systeme complet d’événements donc la FPT donne :

IP(X+Y:k):ZIP((X+Y:k)m(Y:j))

jeN
puis :
P(X+Y=k)= ZIP((X =k-j)n(Y =)
jeN
et enfin :
P(X+Y=k)= Z P((X =i)N(Y = j))
(i,j)eN?
t.q. i+j=k
Exemple

On considére a nouveau l'urne contenant 3 boules blanches et 4 boules noires pour un tirage sans remise et
onnote Z=X+Y.

De facon générale, si Z = u(X,Y) alors on détermine Z(()) en considérant les images par u des
(x,v) € (X,Y)(Q) puis :

VzeZ(Q), P(Z=z)= Z P((X =x)N (Y =7)).

(xp)e(X,Y)(Q)
t.q. u(x,y)=z

2025-2026 Sébastien PELLERIN



A - Couples de variables aléatoires discrétes

Exemples

1> Montrons que si X suit une loi de Poisson de parametre A, Y suit une loi de Poisson de parametre p et si
X et Y sont indépendantes alors X + Y suit la loi de Poisson de parametre A+ p.

Ona (X+Y)(Q) =N et en utilisant le systeme complet d’événements associé a la variable X, on a, pour

tout ke N :

+00
H)(X+Y=k):ZIP(X+Y=k,X=j)

et I'indépendance de X et Y donne :

La formule du bindme donne :

j=0

+00
=) P(Y=k-jX=])
i=0

]
k

=Y P(Y=k-j,X=])),
j=0

k

P(X+Y=k)= e’(>‘+”)l()x+ wk,

k!

donc X +Y suit la loi de Poisson de parametre A + p.

2> Soit X et Y deux variables indépendantes suivant respectivement des lois B(n, p) et B(m, p) ou p €]0, 1].

Déterminons laloide Z=X+Y.

Sébastien PELLERIN
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6 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

A.3 - Maximum ou minimum de variables indépendantes

On considere deux variables aléatoires réelles X et Y que I'on suppose indépendantes.
» Posons A = max{X, Y} alors, pour tout t € A(Q2),on a:
Fa(t) = IP(X tY<t)

P(X<t)P(Y<t)
= Fx( ) By (t).

Notons que si X et Y sont discretes, a valeurs entiéres, alors A = max{X, Y} est également discréte a
valeurs entiéres et :

Vk e A(Q), P(A=k)=P(A<k)-P(A<k—1)=Fy(k)—Fx(k—1).

» Posons B = min{X, Y} alors, pour tout t € B(Q2), on a:

Notons que si X et Y sont discretes, a valeurs entiéres, alors B = min{X, Y} est également discréte a
valeurs entieres et :

VkeB(Q), PB=k)=P(B>k)-PB>k+1).

Exemple

Déterminons la loi du minimum de deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi
géométrique.

On suppose que X < Z(p) et Y < Z(p’) avec X et Y indépendantes, on pose Z = min{X, Y} alors Z(QQ) = N*.

Tout d’abord, pour tout k € N*, on a :

On pouvalt aussi remarquer que I’événement (X > k) est réalisé lorsque l'on a des échecs de la premiere a la
(k —1)-ieme expérience.

On a de méme :
P(Y > k)= (1-p')*".

D’ou pour tout k € N*:

P(min{X, Y} > k) = P(X > k) P(Y > k)
— (1 _p)k—l (1 _pl)k—l’

2025-2026 Sébastien PELLERIN



A - Couples de variables aléatoires discrétes 7

puis :
P(min{X, Y} = k) = P(min{X, Y} > k) - P(min{X, Y} > k + 1)
=(1-p)t@-p)F =1 -p) (1-p)
—(1-pa-p) (1-(1-p) (1-p").

On en déduit que le minimum des variables X et Y suit la loi géométrique de parametre 1 —(1—p) (1 —p’).

A.4 - Espérance pour un couple discret

Proposition IX-3 (théoréme de transfert)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes et u : (X, Y)(Q2) - R.

Sous réserve de convergence absolue, I'espérance de u(X,Y) est donnée par :

E(u(X,Y)) = Z u(x,p)P((X =x) N (Y =y))

(x,)e(X,Y)(Q)

Exemple

On lance 2 fois (de fagons indépendantes) un dé a 6 faces, équilibré. On note X la variable aléatoire égale
au nombre de chiffres impairs obtenus et Y la variable aléatoire égale au nombre de 2 obtenus. Calculons
les espérances de X, de Y et de XY.

L'univers est Q = [[1,6]]%, la probabilité est uniforme et les lancers sont indépendants.

On en déduit :

P(X=0,Y = 0) = P({(4,4),(4,6),(6,4),(6,6)]) = = = ¢,
P(X =0,Y =1)=P({(2,4),(2,6),(4,2),(6,2)}) = %,
1

P(X=0,Y=2)=P({(2,2)}) = 0
P(X=1,Y=0)= 113( 1, 4),(i,6),(4,), (6, i)}) = % = %

i€{1;3;5}

1

P(X=1,Y=1)= 113( U {(1,2),(2,1)}) ==

i€{1;3;5}
P(X=1,Y =2)=DP(0) =0,
1P<X=2,Y=0)=1P( U {(w)})—%:}L

Sébastien PELLERIN 2025-2026



Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

En résumé :

Y X 0|1]|2]|loideY
o s |35|1| %=
1 5 |5|0] 15
2 21010 %
loi de X i % }—L

On en déduit :

E(X) O><1+1 1+2><1 1
= — X — - =1,
2 4

4
25 5 1 1
E(Y)—Ox%+lxﬁ+2x%_§,

et le théoréme de transfert donne :

E(XY) = Z kCP(X=kY=0)
(k,0)e[[0,2]2
=0+1xP(X=1,Y=1)+2xP(X=2Y=1)
+2xP(X=1Y=2)+4xP(X=2,Y =2)

Exercice C-113 ‘

Soit X et Y deux v.a. indépendantes de Bernoulli de méme parametre p. Calculer [E(min{X, Y}).

Exercice C-114 ‘

Justifier la linéarité de l’espérance.

Proposition IX-4

Si X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes et admettant une espérance, alors XY

admet une espérance et :
E(X Y) = E(X) E(Y).

Exemple

On lance un dé équilibré a 6 faces, on note A le résultat obtenu, puis on lance une piéce équilibrée et on

pose X = A lorsque la piéce donne pile et X = 2A lorsque la piece donne face.

Déterminons l’espérance de la variable aléatoire X ainsi définie.

On note B la variable aléatoire valant 1 si la piéce donne pile et valant 2 si la piéce donne face. On a alors

X =AB.

Le lancer du dé et le lancer de la piéce étant deux expériences indépendantes, il en est de méme des

variables aléatoires A et B donc E(X) = [E(A)E(B).

Par ailleurs A — % ([[1,6])) et B— % ({1;2}) donc :

2025-2026
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A - Couples de variables aléatoires discrétes 9

Remarque

Si X et Y admettent une variance alors [E(XY) existe (méme si X et Y ne sont pas indépendantes). Cela
provient de I'inégalité :

1 1
V(x, 2 < x4 2y?
(x,y)eR ’xy| 2x + 2y
(qui se démontre en disant que (x +y)? > 0).

Le théoréeme de transfert permet alors d’écrire :

E(XY) = Z wP((X=x)N(Y=1)).
xeX(Q)yeY(Q)

A.5 - Covariance d’un couple discret

Définition IX-5

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme un espace probabilisé (2,4, P)
et qui admettent un moment d’ordre 2. La covariance de X et Y est :

Cov(X,Y) = E((X - E(X)) (Y - E(Y))).

Remarques

1> Puisque X et Y admettent un moment d’ordre 2, c’est aussi le cas de X — [E(X) et Y —IE(Y) donc
I'espérance de (X — E(X)) (Y — [E(Y)) existe.
2> Ona:Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y).

En effet,on a:
(X —E(X)) (Y = E(Y)) = XY - XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y)
puis par linéarité de l’espérance :
B((X - E(X)) (Y - E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y) - E(Y)E(X) + E(X)E(Y) = E(XY) - E(X)E(Y).
3> Intuitivement le signe de Cov(X,Y) peut s’interpréter ainsi : si Cov(X,Y) > 0 alors en moyenne

lorsque X augmente, Y augmente; si Cov(X,Y) < 0 alors en moyenne lorsque X augmente, Y
diminue.

4> On a Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
5> Si X, Y et Z sont des variables aléatoires discrétes admettant un moment d’ordre 2 et si A € R,
alors :

Cov(AX+Y,Z)=ACov(X,Z)+ Cov(Y,Z) et Cov(X,AY +Z)=ACov(X,Y)+ Cov(X,Z).

Sébastien PELLERIN 2025-2026



10 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

6> On a Cov(X,X)=V(X) = 0.

Notons que Cov(X,X) = 0 implique que X presque stirement constante (mais non nécessairement
presque stirement nulle).

7> Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes indépendantes admettant un moment d’ordre 2
alors Cov(X,Y) = 0.

Notons que deux variables vérifiant Cov(X,Y) = 0 sont dites non corrélées. Deux variables indé-
pendantes sont donc non corrélées.

8> La réciproque du point précédent est fausse. Par exemple, considérons une variable X suivant la
loi uniforme sur {-1,1} (loi de Rademacher) et une variable Y (sur le méme espace probabilisé)
suivant la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[.

On suppose que X et Y sont indépendantes et on note Z = XY.

Alors Z et Y sont non corrélées mais ne sont pas indépendantes.

Proposition IX-6

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme un espace probabilisé (Q, A, IP)
et qui admettent une variance.

Alors X +Y admet une variance et : V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X, Y).

Démonstration

2025-2026 Sébastien PELLERIN



A - Couples de variables aléatoires discrétes 11

Corollaire IX-7

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme un espace probabilisé (Q3,.4,P)
et qui admettent une variance.

Si X et Y sont indépendantes alors : V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Proposition IX-8

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme un espace probabilisé (Q3, .4, P)
et qui admettent une variance.

Ona: |Cov(X,Y)| < o(X) o(Y).

Démonstration

Sébastien PELLERIN 2025-2026



12 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

Définition IX-9
Soit X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un méme un espace probabilisé (Q3, A, P)
et qui admettent une variance.
On suppose de plus que X et Y sont de variance non nulle.

On appelle coefficient de corrélation linéaire et on note p(X,Y) le réel :

Cov(X,Y)

)= SR oY)

Remarques

1> Si X et Y sont indépendantes alors p(X,Y) = 0.
2> Ona: |p(X,Y)| <1.

Exercice C-115 ‘

Comment peut-on interpréter le fait que p(X,Y) =+17?

2025-2026 Sébastien PELLERIN



B - Cas des variables aléatoires a densité 13

B - Cas des variables aléatoires a densite

B.1 - Maximum, minimum

Soit X et Y deux variables aléatoires a densité indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, IP); on note fx et fy des densités respectivement de X et Y. On définit les applications :
Z=max(X,Y): Q - R, o+ max{X(w), Y(w)} et T=min(X,Y): QO - R, v+ min{X(w), Y(w)},

ce sont des variables aléatoires.

» Pour tout réel t,on a:

)

Y<t
Y <t) parindépendance

Par produit, la fonction F est continue sur R et de classe ! sur IR sauf éventuellement en un nombre
fini de points donc Z est une variable a densité et une densité est donnée, la ou F; est dérivable, par :

f2(t) = B5(t) = B () - By (t) + Bx (1) - By (t)
donc :

fz(t) == fx(H)Fy(£) + fy (1) Fx(t)

» De méme, pour tout réel f,on a:

1-Fp(t)=P(T>1t)

=P((X>t)N(Y >1))

=P(X>t)-P(Y>t) parindépendance
1—-Fr(t) = (1 - Fx(#)) x (1 - Ky (2))

et, par produit, la fonction Fy est continue sur R et de classe %! sur R sauf éventuellement en un
nombre fini de points donc T est une variable a densité et une densité est donnée, la ou Fr est dérivable,

par:
—fr(t) = (1 =Fp)"(t) = (1 =Fx)"(t) - (1 = Fy(t)) + (1 = Fx(t)) - (1 = Fy) (t)

donc :
fr(t) = fx(t) (1 =Fy(#)) + fy(t) (1 = Fx(t)).

» Ces calculs se généralisent aisément au cas de n variables aléatoires indépendantes a densité :
Z =max(Xy,...,X,) et T=min(Xy,...,X,)

alors :
n

t):l_lFXi(t) et l—FT(t):l_[(l—FXi)(t).
i=1

i=1
Les variables Z et T sont a densité.

Lorsque X4,...,X,, suivent la méme loi, on a :

F,(t)=Fx,(t)" et 1-Fp(t)=(1-Fx, (1)

Sébastien PELLERIN 2025-2026



14 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

Exercice C-116

Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles de parametres A
et y respectivement.

1. Déterminer la loi de min(X,Y).
2. En déduire I'existence et le calcul de I'espérance de min(X,Y).

Exercice C-117

Soiet n un entier, avec n > 2, et Xy,...,X,, des variables indépendantes de densité f donnée par :

six>1

1
flx)= {8 sinon

1. Etudier I'existence et la valeur éventuelle de E(X;) et de V(X;).
2. Déterminer la loi de Y = min (X;). Etudier 'existence de E(Y).

1<igsn

3. Méme étude avec Z = max (X;).
1<i<n

B.2 - Produit de convolution

Définition IX-10

Soit f et g deux fonctions continues sur R (sauf éventuellement en un nombre fini de points).
Pour tout réel x, on définit sous-réserve d’existence, f * g(x) par

f*g(x):-[ f(x—t)g(t)dt.

La fonction R — R, x — f * g(x) est appelé le produit de convolution de f et g.

Exercice C-118 ‘

+00

Soit f, g et h trois fonctions continues sur R telles que f soit bornée sur R et J g(t)dt et

—00

+00
f h(t)dt soient absolument convergentes.
—00

1. Montrer que f * g est bien définie sur R.
2. Vérifier que frg=g=+f etpourtout A€ R, f +(g+Ah)=(f*xg)+ A(f +h).

2025-2026 Sébastien PELLERIN



B - Cas des variables aléatoires a densité 15

Exemples
1> Posons pour t € R, f(t) = e /2, Calculons f*f(x)pour xeR:

1 si-1<tg1

2> Soit ¢ définie sur R par : ¢(t) = { .
0 sinon.

Calculons ¢ *c(x) pour x € R.

Sébastien PELLERIN 2025-2026



16 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

Exercice C-119 \

On considere les fonctions f, g et h données sur R par :

1 e’ sit>0 1 siogtgl
fit)= 1+t2 g(h) = { 0 sinon et ()= { 0  sinon.
Calculer f +h, g+ get g=h.

B.3 - Somme de deux variables aléatoires a densité

Théoreme IX-11

Soit X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A,IP), de densités fx et fy.

On suppose que X et Y sont indépendantes et que la fonction  donnée sur R par :

hx) =f_ o0 fe(x—

est bien définie et continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Alors la variable aléatoire X +Y est a densité et h est une densité de X + Y.

Exemples

1> Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée réduite. Alors X + Y suit la

loi normale N (0, 2).

2025-2026
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B - Cas des variables aléatoires & densité 17

2> Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [-1,1]. Etudions Z = X + Y.

B.4 - Somme de lois y

Proposition IX-12

Soit X; et X, deux variables aléatoires, sur un méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes
et suivant des lois y(v;) et y(v,).

Alors X; + X suit la loi y(vy +v;).

Démonstration

Sébastien PELLERIN 2025-2026



18 Chapitre IX - Vecteurs aléatoires

B.5 - Somme de lois normales

Proposition IX-13

Soit X; et X, deux variables aléatoires, sur un méme espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes
et suivant des lois AV (my,07) et N (m,,03).

Alors X; + X, suit la loi N (m; + m,, 012 + 022).

Démonstration

2025-2026 Sébastien PELLERIN



C - Généralisation aux vecteurs aléatoires 19

C - Géneéralisation aux vecteurs aléatoires

C.1 - Vecteurs, lois, lois marginales

Définition IX-14

1. Un vecteur aléatoire sur un espace probabilisé (0,4, P) est la donnée d’un n-uplet (Xy,...,X,,)
de variables aléatoires définies sur (Q), A, P).

2. La loi d’un vecteur aléatoire (Xy,...,X,,) est donnée par la fonction de Fx, . x, ) définie sur R"
par:

i=1

3. Pour tout i € [1,n]], la loi de X8i est appelée la i-éme loi marginale de (X4,...,X,,).

Proposition IX-15

Soit (Xy,...,X,) et (Yy,...,Y,) deux vecteurs aléatoires définis sur un méme espace probabilisé
(Q, A,TP).

Si (Xy,...,X,) et (Yq,...,Y,) ont méme loi et si g: R" — R est une fonction continue alors les
variables aléatoires g(Xy,...,X,,) et g(Yj,...,Y,) ont méme loi.

Exemples
n n
1> Si(Xy,...,X,)et(Yq,...,Y,) ont méme loi alors % Yy Xi2 et % Y Yl-2 ont méme loi.
i=1 i=1
2> Soit X; et Y; de loi y(vy) et X, et Y, de loi y(v,). On suppose que X; et X, sont indépendantes et que
Y; et Y, sont également indépendantes.

Pour tout (x,y) € R2,ona:

donc les couples (X1,X;) et (Y1,Y;) ont méme loi.

Puisque la fonction (x,y) = max{x,y} est continue sur R?, on en déduit que max(X;,X5) et max(Y;, Y5)
ont méme loi.

Remarque

Un vecteur aléatoire discret (X4,...,X,,) est un vecteur aléatoire tel que toutes les variables X; soient
discrétes.

Dans ce cas, X;(Q) x---x X,,(QQ) est dénombrable.
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La loi de ce vecteur est alors caractérisée par la donnée des :
P((X1 =) NN (X, = 3]
ou x; € X1(Q),...,x, € X,,(Q).

Notons que, par exemple, les variables X; +--- + X,,, X;---X,,, min(Xy,...,X,), max(Xy,...,X,) sont
alors des variables discrétes.

C.2 - Indépendance

Définition IX-16

Soit (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q3, A, IP).

On dit que les variables X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si, pour tout (¢y,...,t,) € R",
les événements (X; < ty),...,(X,, < t,) sont mutuellement indépendants. Autrement dit :

n

ﬂ(Xi < ti)) = ﬁﬂ)(xi < ).
i=1

i=1

Y(ty,...,.t,) R, P

Remarques

1> Les variables aléatoires X;,...,X,, sont mutuellement indépendantes si et seulement si :
n
Y (t1,...,t,) € R", F(Xp-.-;xn)(tl’ v ty) = l_[ FXi(ti)'
i=1

2» Si Xy,..., X, sont mutuellement indépendantes alors, pour toute partie I de [[1,#]], les variables
(X;)ier sont mutuellement indépendantes.

En particulier, si Xj,...,X,, sont mutuellement indépendantes alors Xj,...,X,, sont deux a deux
indépendantes.

3> On dit qu'une suite (X,,),en de variables aléatoires est composée de variables mutuellement indé-
pendantes si, pour toute partie finie I de IN, les variables (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

4> On peut montrer que les variables Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes si et seulement si
pour tous intervalles Iy,...,1, de R,on a:

ﬁ(Xi € IZ-)] = ﬁIP(X,- el;).
i=1 =1

1

r

5> Cas discret—

Si (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire discret sur un espace probabilisé (€2,.4,P) alors les variables
X1,..., X, sont mutuellement indépendantes si et seulement si, pour tout (4,...,t,) € R":

n

ﬂ(Xi = fz’)] = ﬁP(Xi =t;).
i=1

i=1

P
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Proposition IX-17 (lemme des coalitions)

Soit (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, A, IP).

Si les variables Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes alors toute variable fonction de
X1,..., X, est indépendante de toute variable fonction de X,1,..., X,

Exemples

1> Si X et Y sont indépendantes alors X? et e¥ sont indépendantes.

2> Si X, Y et Z sont mutuellement indépendantes alors X + Y et Z sont indépendantes.

3> SiX,Y,Z et T sont mutuellement indépendantes alors max(X,Y) et min(Z, T) sont indépendantes.

Exercice C—120‘

Soit X,...,X,, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

1. Déterminer la fonction de répartition de max(Xy,...,X,_1).

2. Calculer IP((Xn =X)N(X, =z2X)Nn---Nn(X, = Xn_l)).

C.3 - Espérance, variance
Proposition IX-18
Soit (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (), A, P) et (Aq,...,A,,) € R™.

Si, pour tout i € [1,n]], X; admet une espérance alors A; X; +--- + A, X, admet une espérance et :

IE(Xle + -0+ )\an) = )\1IE(X1)+ oot )\HIE(X,/,)

Proposition IX-19

Soit (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, A, IP).

Si, pour tout i € [[1,n], X; admet une espérance et si les variables X;,..., X,, sont mutuellement
indépendantes alors X x --- x X, admet une espérance et :

E(X; x---xX,,) =E(X;)x---xE(X,).

Proposition IX-20

Soit (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, A, IP).

Si, pour tout i € [[1,n], X; admet une variance et si les variables Xj,...,X,, sont mutuellement
indépendantes alors X; +--- + X,, admet une variance et :

V(X +---+X,) =V(X;)+---+V(X,).
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Plus généralement, si on considere de plus (Ay,...,A,) € R" alors A; Xy +--- + X, X, admet une variance
et:
VX + 4+ 0,X,) = AV(X)) + -+ A2V(X,).

Exercice C-121 ‘

Soit p € [0,1] et Xy,...,X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, IP), mutuelle-
ment indépendantes et telles que, pour tout i € [1, 1]}, X; suive la loi %B(m;,p).

Montrer que Xy + X, +---+ X, suit la loi B(my +my +--- +m,, p).

Exercice C-122 ‘

Soit X1,...,X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé ((, A, P), mutuellement indépen-
dantes et telles que, pour tout i € [1, n]], X; suive la loi ().

Montrer que X; + X, +---+ X, suit la loi (A + Ay +---+ X,)).

Exercice C-123

Soit Xj,...,X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, IP), mutuellement indépen-
dantes et telles que, pour tout i € [1,n], X; suive la loi y(v;).

Montrer que Xy + X, +---+ X, suit la loi y(v; + vo + -+ vy).

Et si, pour tout i € [1,n]], X; suit la loi &(1)?

Exercice C-124 ‘

Soit Xj,...,X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, IP), mutuellement indépen-
dantes et suivant toutes la loi &(X).

Déterminer la loi de A(X; +---+X,,) puis la loi de X; +---+ X,,.

Exercice C-125 ‘

Soit X1,...,X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q), .4, P), mutuellement indépen-
dantes et telles que, pour tout i € [1, n]], X; suive la loi /V(]Ai,ciz).

Déterminer la loi de X; + X, + -+ X,,.
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