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|Exercice 1]

+00

1. Montrer que pour tout polynome P, I'intégrale J
0

2. Pour tous P et Q dans R[x], on pose :

¢(P,Q) = L mP(x)Q(x)e_"dx.

Démontrer que @ est un produit scalaire sur R[x].

3. Calculer, pour tous entiers naturel i et j, le produit scalaire des polynomes
Piix>x'etPiixxl.

P(x)e™*dx est convergente.

ELEMENTS DE CORRECTION —
1. Soit P € R[x]. L'application x — P(x)e™ est continue sur [0, +oo].
On a par croissances comparées :

donc :
@ P(x)efx) = 0( ! );

w3

1
@ Vx=>1, —220;
x

+o0 1
® J- — dx converge (car 2> 1).
1 X

+0o
D’apres le critere de négligeabilité pour les intégrales, 'intégrale f P(x)e *dx

1
converge.

+00

Donc | I'intégrale j P(x)e *dx est convergente.
0

2. Tout d’abord, I'application ¢ est bien définie par la question précédente et est a valeurs
réelles.

* Soit (P,Q) € R[x]2. On a P(x)Q(x) = Q(x)P(x) pour tout x € [0, +oo[ donc :

+00 +00
j P(x)Q(x)e *dx = J- Q(x)P(x)e *dx,
0 0

c’est-a-dire @(P,Q) = ¢(Q,P) i.e. ¢ est symétrique.
* Soit (P,Q,R) e R[x]2 et AcR,ona:

+00

@AP+Q,R) = j (AP + Q)(x)R(x)e *dx

0

= L ” (AP(x)Q(x) + Q(X)R(x))e ™ dx

= Xj+m P(x)Q(x)e *dx + j+m P(x)R(x)e *dx
0 0

par linéarité de I'intégrale et car ces intégrales sont toutes convergentes d’apres la pre-
miere question. On en déduit :

P(AP+Q,R) = Ap(P,R) + ¢(Q R)
i.e. @ est linéaire a gauche or ¢ est symétrique donc ¢ est bilinéaire.

* Soit P € R[x], on a par positivité de 'intégrale sur [0, +oo] :

+00
¢(P,P) = J P(x)%e*dx >0
0 ———
=0

Si @(P,P) = 0 alors la fonction x — P(x)2e* est continue, positive et d’intégrale nulle
donc est nulle :

Vx €[0,+00[, P(x)? €™ =0 donc ¥x € [0,+c0[, P(x) = 0.
~——

20
Puisque P est un polyndme admettant une infinité de racines, c’est le polynéme nul.
Donc ¢ est définie positive.

On en déduit que | @ est un produit scalaire sur R[x].

. Soit (i,j) e N%. Ona:

+0o

(P, Pj) = J:) P;(x)Pj(x)e ™ dx

+oo
= j x'tle™*dx
0

=T({+j+1)

donc:

V(i,j) € N2, @(P;,Pj) = (i + j)L.




|Exercice 2|

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.
On dit que f est une isométrie si, pour tout x € E, ||f (x)[| = ||x]|.

1. Montrer que si f est une isométrie alors f est un isomorphisme de E.
2. Etablir I'équivalence entre les assertions :

i. f est une isométrie;

ii. pour tous x et y dans E, (f(x), f(p)) = (x,p).

ELEMENTS DE CORRECTION —
1. Ona f € L(E).
Soit x € ker(f) alors f(x) = O donc ||f(x)|| = 0.
Par hypothese sur f, on en déduit ||x|| = 0 donc x = Op.
On a donc ker(f) C {Og} et 'autre inclusion est toujours vraie donc ker(f) = {0g} donc f
est injective.
Puisque E est un espace euclidien, E est de dimension finie.
Puisque f est un injective et puisque les espaces de départ et d’arrivée ont la méme

dimension finie, ‘ f est un isomorphisme de E. ‘

2. On suppose que f est une isométrie.

Soit (x,y)€E,ona:

IF 97 = Flx+v) fee+9) = IF IR + 200, F )+ [|[f @)

et:
Jbe 311 = e+ x4 90 = el + 26,9+ o
Puisque f est une isométrie, on a :

£ e+l =[x+ 9 17 Gl = lxll et [[F @] = [9]]-
On déduit alors des deux calculs précédents : (f(x), f(v)) = (x,v).

On suppose que : Y(x,9) € B2, (f(x), f (1)) = (x,).

Soit x € E. On appliquant I’hypothése avec x et x, on a :
IF GO = (f (x), £ (x)) = ) = IIx]?
d’ot [|f ()l = I

On a donc bien :

f est une isométrie <= V(x,v) € E?, f(x), f@)=(xp).

Exercice 3 — d’apres EDHEC ECS 2015

On considére une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite (d’es-
pérance nulle et de variance égale a 1) et on note @ la fonction de répartition de
X.

On pose Y = |X]| et on admet que Y est une variable aléatoire; on note Fy sa fonction
de répartition.

1. Exprimer, pour tout réel x positif, Fy(x) a I'aide de ®(x).

2. En déduire que Y est une variable a densité et donner une densité fy de Y.
3. Montrer que Y admet une espérance et donner sa valeur.
4

. Montrer que Y admet une variance et donner sa valeur.

—X

six>0

On consideére la fonction g définie par : g(x) ={ Vmx

0 six<0

5. A l’aide du changement de variable u = V2t (dont on justifiera le caractere licite),

montrer que :
+00 2 +00
J. g(t)dt =4/ = J. e 2%’ du.
0 T Jo

6. En déduire que g est une densité de probabilité.

ELEMENTS DE CORRECTION —

1. Soitx>0,ona:

donc:




2. Puisque la variable aléatoire |X| est positive, on a :

Vx <0, Fy(x) =

Comme @ est de classe ! sur R, I'application Fy est de classe &' sur R*.
On a de plus:
Fy(x) —— 0 et Fy(x) —— 2 ®(0) -1 =0,
x—0~ -0t
=1/2
d’our la continuité de Fy en 0 et par conséquent sur R.

On en déduit que ‘ Y est une variable a densité. ‘
On obtient une densité fy de Y en dérivant Fy sur R* :

3. La fonction fy est nulle sur ] - co,0] donc on s’intéresse a la convergence de I'intégrale

J+oo xfy(x)dx
0

Soit A>0,0ona:

J;)Axfy(x)dx:?/g . xe~ 7 dx
V21 1,017
:ﬁ[‘“ |
:ﬁ(l_e—w)
V2

- 5=
A—+oc0 \/‘E

On en déduit que | Y admet une espérance ‘et E(Y)= T

T

4. On remarque que Y2 = [X|? = X2 or X suit la loi normale centrée réduite donc X admet

un moment d’ordre 2 donc X? admet une espérance donc Y2 également donc Y admet un
moment d’ordre 2.

Donc|Y admet une variance. ‘
De plus en exploitant la formule du Konig-Huygens :

E(Y?)=E(X?) =V(X)+E(X)? =1,

d’ou :

\/5)2 i.e.

V(Y) = B(Y?) - E(Y)? = 1 - (T
TC

2
V(Y)=1-.

. Lapplication t > V2t est de classe €1, strictement croissante sur |0, +oco[ et bijective de

0, +00[ sur ]0,+oco[ donc on peut effectuer le changement de variable u = V2t (ie. t= 1,2
] P g 2

d’ou dt = udu). D’apres le théoreme de changement de variable, les deux intégrales
suivantes sont de méme nature et égales en cas de convergence :

J+w _ dt et j udu,
0 \f\f

+o0
j t)dt et —J
0

Puisque la deuxiéme converge, on a donc la convergence de la premiere et :

2 +00 1
(t)dt = \/;L

c’est-a-dire :

N\

—t

. € . . .
. La fonction t — —— est positive sur |0,+oco[ et est continue comme quotient de deux

Vnt

fonctions continues avec un dénominateur ne s’annulant pas.

o [
-2 L f du
:2(1“1’(5))

=1

D’autre part,on a:

Donc | g est une densité de probabilité. ‘




|Probléme — Ecricome ECS 2013

Pour tout réel x, on note | x] la partie entiere de x, c’est-a-dire 1’'unique entier relatif
N tel que N<x<N+1.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.A,IP). On définit
Xy sur (Q, A,IP) par :

Yw e Q, Xy(w) = X(w)].
On admet que X, est une variable aléatoire sur (Q, A,IP), on 'appelle «la discrétisée
de X.»
Le probléme consiste :

* a étudier quelques propriétés de la discrétisée de variables suivant quelques lois
usuelles (partie I);

* puis a étudier plus spécifiquement le cas ou les variables possedent une densité
définie par un polyndéme (partie II);

* et enfin a établir qu’une variable discréte, satisfaisant a certaines conditions, est
la variable discrétisée d’une variable a densité (partie III).

Les parties I, II et III sont largement indépendantes.

— Partie I — Calculs de discrétisées

1. En Python, une fois le module numpy importé, I'instruction floor(x) renvoie la
partie entiére du réel x et I'instruction random( ) renvoie un réel appartenant a
I'intervalle [0, 1] en simulant une loi uniforme sur cet intervalle.

On rappelle que si Z suit la loi uniforme sur [0, 1] alors aZ suit la loi uniforme
sur [0, 4].

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,4[ (avec a > 0) et X
sa discrétisée.

Ecrire une fonction Python, de variable un réel a positif, qui renvoie une réalisa-
tion de X (i.e. qui simule X;).

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer que :

k+1

VkeZ, P(Xy = k)= f(x)dx.

k

3. Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi uni-
forme sur l'intervalle [0, N].
Déterminer la loi de X; (on précisera la valeurs prises par X;).

4. Etablir que I'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant :

Y(Q)=1{1,2,...,9}
)= 1 ktl
et Yk € Y(Q), P(Y = k) = gIn (52
Proposer une densité f telle que si une variable aléatoire X possede f pour
densité alors X, suit la loi de Y.
5. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A € R,

_ x|
~ n -

et n un entier naturel non nul. On pose Y,

a. Justifier que la variable nX posséde une densité f, que 'on précisera.

b. Donner la loi de la variable | nX]. Vérifier que [nX ]+ 1 suit une loi connue
dont on donnera le nom et le parametre.

)\( [nx] + 1)
c. Soit x e R,, prouver que : IP(Y, <x)=1- exp( - T)
d. Donner un encadrement simple de % puis étudier la limite quand n tend

vers l'infini de IP(Y,, < x) (en fonction de x).

— Partie II — Discrétisées de lois «polynomiales»

On note R, [x] 'ensemble des fonctions polynémes a coefficients réels de degré au
plus n et on pose :
Vke{0,...,n}, g :R >R, x— xk.

Si Q appartient a IR, [x] alors on pose #(Q) la fonction définie sur IR par :

x+1
VxeR, u(Q)(x) = J‘ Q(t)dt.

6. Pour tout entier k € {0,...,n}, calculer u(ex) puis exprimer u(ex) en fonction de
€0y, €6y

7. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q € R,,[x] alors u(Q) € R,,[x].

8. Etablir que la famille (u(ex))o<k<y est une base de R,,[x].

9. Justifier que pour tout polynéme R € R, [X], il existe un unique polyndéme
Qr € R, [x] tel que:

x+1
VxeR, R(x) = J Qg (t)dt.



X

E .
11. Soit N un entier naturel et X une variable aléatoire dont f est une densité.

10. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque : Vx € R, R(x) =

a. On suppose qu’il existe un entier naturel n et un polynéme Q € R, [x] tels
que :

sinon

VreR, {f(x):Q(x) sixe[0,N+1[

Etablir I'existence d’un polynome R € R[x] tel que :

X,4(Q) = {0,...,N}
Vk e X4(Q), P(X, =

b. On considere la variable aléatoire discréte Y définie par :

Y(Q)=1{0,1,2,3)
VkeY(Q), P(Y=k)= %

Montrer qu’il n’existe aucun polynome Q € R[x] tel que :
Vxe[0,4], f(x) = Q)

et tel que Y =X,.
Indication : procéder par I'absurde et constater que I'une des propriétés des
densités n’est pas satisfaite.

— Partie III — Variables dénombrables et discrétisées

On considére une variable aléatoire Y définie sur (Q, A, P) ainsi qu’une fonction
g:R, — R, qui soit de classe €2 sur R, et telles que :

Y(Q)=N et:VkeN, P(Y =k) = g(k).

+00
En particulier, la série Zg(k) converge et : Zg(k) =1.
k>0 k=0
On suppose en outre que g est décroissante et qu’il existe un réel C > 0 tel que :
C
(1+x)?

VxeR,,

g < et [g”(x)] <

(1+x)2

Pour tout réel x, on pose :

+00

six<0

12. Soit x € R,. Prouver la convergence de la série Zg'(x + k). Quel est le signe de
k=0
f?
13. a. Etablir que :

Clx—a]

V(X,a)e (R+)21 VkEN; (k+1)2

g (x+k)-g'(a+k)| <

b. Prouver l'existence d’un réel D > 0 tel que :
¥(x,a) € (R,)? If(x) - f(a) < Dlx -al.
Justifier la continuité de f en tout réel a e R,.
14. Soit t un réel positif, pour tout entier N, on pose :

N +00

—Zg'(t+k) et Ry(t) = - Z g (t+k).

k=0 k=N+1

Sn(t) =

a. Démontrer que :

1 < 1 1
(t+k+1)2  t+k t+k+1’

Vk>1,VteR,,

puis que :
C
N+1°

VN >0, VteR,, Rn(t)] <

b. Prouver que:

1

1
VN eN, fo F(t)dt = g(0)—g(N +1) +L Ry (t)dt.

c. Justifier que:




15. a. Vérifier que :

VeeR,, f(t+1)-f(t)=g'(t),

x+1
x) :f f(t)dt

N
b. Pour tout entier N > 0, on pose Sy = f f(t)dt. Etablir que :
0

puis que :

VxeR,, g(

puis que :

X
VxeR,, S, < L f()d < Sy

En déduire la convergence de l'intégrale j f(t)dt et préciser sa valeur.
0

c. Démontrer que f peut étre considérée comme la densité d’une variable aléa-

toire X et que sa discrétisée X, suit la méme loi que Y.

ELEMENTS DE CORRECTION —

1.

import numpy as np
import numpy.random as rd

def Xd(a):
return np.floor(ax*rd.random())

9
. Les IP(Y = k) sont positifs, il s’agit donc de vérifier que )

. Onal[X;=k]=[X]=k]=[k<X<k+1]donc:
k+1
P(Xg=k)=Pk<X<k+1)= f(x)dx
k
. Notons que X prend ses valeurs dans [0,N] et donc X; prend ses valeurs dans [0, N]].

De plus, P(X; =N)=P(X=N)=0.Pour k€ [O,N-1]:
k+1

1 1

(Xg=k) L N=N

Donc X suit la loi uniforme sur [0,N —1].

P(Y=k)=1.0Ona:
k=1

9
1
n(10) ; ln k+1)—1n(k)) ln(10)(1r1(10)—ln(1)):1.

zmo oS-

Cherchons donc une densité f telle que, pour tout k € [[1,9] :

k+1 1 k+1 1
s (10>1“( k ):1n<10>

Par exemple, soit f la fonction définie par :

(In(k + 1) - In(k)).

0 sit<1
1 1 :
f(t)= In(10) T sil<t<10
0 sit>10

Alors f est positive, continue sauf en 0 et en 10 et :

10dr 1 10 _
j fit) 1n10j & = (o) M =1

Donc f est bien une densité de probabilité, et on a, pour tout k € [[1,9] :

k+1 ktl 1 gy 1 1 k+1
f(t)dt :f 0 T ln(lo)(ln(k+ 1)-In(k)) = 710) ln(T) =P(Y = k).

k




k+1
Et pour k ¢ [1,9], f(t)dt = 0.
k

Ainsi, si X possede f pour densité, alors X; a méme loi que Y.

. a. La variable nX est une transformée affine d’une variable a densité donc elle posséde

une densité donnée par :
A
Loty _J2emut sit>0
it — — =<7
fn an(n) {

0 sinon

Donc nX suit la loi exponentielle %(%)

b. D’apres la question 2, on a pour tout ke Z :

k+1

P(LnX]=K)= | fuldt

sik<0

0
- {e—)\k/n _e~Mk+1)/n ginon

_]o sik<0
B e’Ak/"(lfe’)‘/”) sinon

Donc | nX] + 1 prend ses valeurs dans N*, et pour k > 1 :

P((nX]+1=k) =P(nX|=k-1) = (e*%)k_l (1 —e*z)

1l s’agit d’une loi géométrique de paramétre 1 —e~V".
c. SoitxeR;.Ona:
X
P(Y, <x)= IP(Lnn ! < x)
=P(|nX] < nx)
=P(nX < |nx]+1).

Puis X %(A) il vient :
que nX < 7 )l vient:

P(Y,<x)=PnX<[nX]+1)=PnX<|nx]+1)=1 —exp(—

d. Ona:|nx|<nx<|nx]+1doncnx—1<|nx]<nx puis :

A

Anx]|+1)

n

)

D’apres le théoréeme d’encadrement, on a :

Lnx]
n  no+oo

X.

Donc d’apres la question précédente, pour tout x e Ry, ona:

P(Y, <x) A

n—+oo

1-e

Notons que, pour x <0, on a IP(Y,, < x) = 0 donc la limite est nulle dans ce cas.

6. Soitke[0,netxeR:

k
1 k+1
Doncu(ek):k_”igo( ; )ei.

7. Soit (P,Q) € R, [x]? et soit A € R. Alors, pour tout x €R :

x+1

u(XP+Q)(x):J (AP(t)+Q(¢))dt

X

= fx+1P(t)dt+Lx+lQ(t)dt

X

= Au(P)(x) + u(Q)(x).

Donc u(AP + Q) = Au(P) + u(Q) et u est linéaire.



10.

11.

n
De plus, si P € R, [x] alors il existe des réels ay,...,a, tels que P = ) ayex donc, par
k=0
linéarité de u :
n

u(P)= ) agu(er)
k=0

or, a la question précédente, nous avons prouvé que u (ex) € R, [x] donc u(P) € R, [x].
Donc u est un endomorphisme de R, [x].
D’apres le calcul de la question 6, u (ex) est de degré k or une famille de polynomes de
degrés deux a deux distincts est libre, donc (u (ex))g<k<, €St une famille libre.
Cette famille contient n + 1 vecteurs et dimRy,[x] = n+ 1 donc c’est une base de R,,[x].
L'image de la base (ex)ock<, Par u est encore une base de R, [x] donc u est donc un
isomorphisme.
Dong, pour tout R € Ry,[x], il existe un unique QR € R;,[x] tel que u (QR) = R. Soit encore :

k+1

VxeR,R(x) = Qg(t)dt.

k

Puisque QR € R [x], cherchons Qg sous la forme QRr(x) = ax +b.
On veut alors :

X x+1 2 1 a
VxeR, = :J- (at +b)dt = |a— + bt = 7((x+1)2—x2)+b:ax+f+b
6 Ji 27 T2 2
Par identification des coefficients, il vient a = % etb+ % =0donc b= —%. Donc:
1 1
Qr(x) = gx 17

a. Notons que pour tout k ¢ [0,N] :

Donc X4(Q) =[[0,NT].
Soit R I'unique polyndme tel que 1(Q) = R. Alors, pour tout k € [0,N] :

k+1 k+1

f()dt = Q(t)dt = u(Q)(k) = R(k).

k

b. Supposons qu’un tel polyndome existe.
Alors, on doit avoir, pour tout k € [0, 3], u(Q)(k) = %

1
En particulier, #(Q)(0) = j f(t)dt =0.
0

Puisque f est une densité, f est positive donc pour tout t € [0,1], Q(¢) = f(t) = 0.
L’intégrale d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement si cette fonction
est nulle, donc pour tout t € [0,1], Q(¢) = 0.

Ceci signifie donc que le polyndéme Q posséde une infinité de racines, et donc que
Q=0.
Donc, pour tout x € [0,4], f(x) = Q(x) = 0.

2
Alors P(Y=1)= f f(t)dt =0, contredisant (Y =1) = %.
1

L’hypothese de départ est donc absurde : il n’existe pas de polynéme Q tel que, pour
tout x € [0,4], f(x) = Q(x) et Y soit la discrétisée de X.

12. D’apres les hypothéses, on a pour tout k e N :

C __c
(T+x+k)?2 ~ (k+1)2

|g'(x + k)I <

La série de terme général ﬁ converge donc, d’apres le critére de comparaison pour

les séries a termes positifs, la série )~ ¢’(x + k) converge absolument donc converge.
De plus, g étant décroissante sur R, pour tout t € R, on a ¢’(t) < 0. Et en particulier,
pour tout k € N, on a g’(x +k) < 0.

On en déduit que f(x) = =Y ¢’ (x +k) > 0.

13. a. Puisque g est de classe €2, ¢’ est de classe €' donc il est possible d’appliquer I'inéga-

lité des accroissements finis a ¢’ entre x + k et a + k.
Notons I 'intervalle d’extrémités x + k et a+ k. Pour tout t € [,on a:

C C
<

J¢70] < 1112 S (kr1)2

donc:
|(x+k)—(a+k)| < Clx —al

(k+1)2 " (k+1)2

|lg'(x+k)-g'(a+k)|<C

b. En sommant les relations précédemment obtenues pour k variant dans IN, on obtient :

7 7
g’ (x+k)-g'(a+k)| <) ——l|x—a|
k=0 o K+ 1)
or, par inégalité triangulaire, on a :
+00 +00 +00 1
— 7 _ ’ ’ _ 7 - _
If(x)- f(a)l = ];g (a+k)-g'(x+k)| < k;|g (x+k)-g'(a+k)| < c]; TSt



1

>0,ona:
(k+1)2

dong, en posant D =C Z

V(x,a) € R2,|f(x) - f(a)l < Dlx - al.

En particulier, lorsque x — g, il vient, par le théoréme d’encadrement : f(x)
0.
Donc f est continue en a, pour tout a € R;.

14. a. Ona,pourkeN*etteRy,t+k+1>t+kdonc:

1 1 oo
t+k t+k+1 (t+k)(t+k+1) 7 (t+k+1)2

D’autre part :

+00
Rn(I=| ) g'(t+k)
k=N+1
+00
) |+
k=N+1
<y
2 N+1 (t+ k +1)2
D’apres 'inégalité précédemment obtenue, on a sous réserve de convergence :
RS e
2 - t+k t+k+1 )
ke EHREDT A

Mais, pour M >N +1,0na:

M M
> (el ) - ) b
t+k t+k+1/)" t+k t+k+1
k=N+1
Yy L
t+1
Nao2
:t+N+1_t+M+l

k=N+1 = k=N
- )

k=N+ i=N
1

M
M+1
1 1
Motoo t+N+1

-fla) —>

X—a

converge et que sa somme

On en dedult que la série de terme général (t+k t+11+1 )

vaut m .

PourteR,,ona L

FNT S N+1 donc:

C

RN S —.
RN (D] < 17

. Pour tout t € R, et tout Ne N on a f(t) = Sn(t) + Rn(#) donc :

N

Jol f(t)dt = —Ll (Zg’(t + k)]dt + Ll Ry (t)dt

k=0
N

= Zjol g (t+k)dt + Ll Ry (£)dt.

k=0

Pour k € [O,N],on a:

1
fo ¢t + Rt = [g(x+ b)) = gk + 1)~ g(k)

donc :
N 1 N
Y| teekde= Y (glhs 1) glk) =g+ 1)-500)
k=00 k=0
puis :
1 1
J f(t) g(N+1)— g(O))+J RN(t)dt:g(O)—g(N+1)+J RN (t)dt.
0 0

. Puisque la série de terme général g(k) converge, le terme général tend vers 0 :

g(k) — 0.

k—+0c0

Pour NeN,ona:

‘j Ry (#)dt| < J|RN )|dt < J N+l

dong, en faisant tendre N vers +co dans la relation précédente, il vient :

—
N+1 N—+co

1 1
j f(t)dt=_lim g(0)— g(N+1)+J- RN (#)dt = g(0).
0 0

N—+oo



15. a. Soit t € R. Alors :

fle+1)- Zg (t+k+1)+ Z (t+k) = Zg (t+i)+ Z “(t+i)+g/(8) = g (D).

k=

Pour tout xeR,,ona:

g(x):Lxg’(t)ngm):Lx (t+1)- J £t dt—J F(t+1)dt- J f(t dt+j £

Par le changement de variable u =t+1,0n a J ft+1)dt = j f(u)du donc :

b. Pour NeIN*,ona:

f e m—ff M+Jf m—f 70

N-1 N-1

" J;kﬂ LNg(t)dt.

k=0 k=0

De plus, f étant positive, on a:

x Lx] x
f f(t)dt = f(Hdt+ | f(rdt
0 0 Lx]

mais, par croissance de I'intégrale (car [x] < x):

Donc :

[x]
j f(t)dt > 0.

x| x
S|x] = . f(t)dt <J:) f(t)dt

£)de.

De méme,ona:

[x]+1 x Lx]+1
J;) f(t)dt:f0 f(t)dt+L f(t)dt

~—_—
>0
donc :
x [x]+1
J;fuw¢<J; F()dt =S Lapon-

Nous avons donc bien :

x
Six) < J:) f(H)dt <Spxjr1-

+00
Ona |x] o tooet la suite (S;), converge vers Zg(k) =1 donc par le théoréme
k=0
d’encadrement :
f f(dt —— 1.
X—+00

Donc IO t)dt converge et vaut 1.

. Lafonction f est continue sur ]—oo, 0[ car constante, et nous avons prouvé a la question

13.b qu’elle est continue sur ]0;+oo[. Elle est donc continue sur R, sauf peut-étre en 0.
La fonction f est positive d’aprés la question 12, et :

J:jfUMf=J:meMt:

donc f est une densité de probabilités.

Enfin, pour tout k e N,on a:
P(Xy=k)= f(t)dt = g(k) =P(Y =k)

donc X; a méme loi que Y.



