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~— Notions abordées et objectifs

» Algebre bilinéaire.

Produit scalaire, norme associée.

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogonaux, théoréme de Pythagore.
Familles (finies) orthogonales, familles (finies) orthonormées.

Espaces euclidiens, existence de bases orthonormées.

Coordonnées et norme d’un vecteur dans une base orthonormée.

Expression matricielle d’un produit scalaire et de la norme euclidienne dans une
base orthonormée.

Changement de bases orthonormées, notion de matrice orthogonale.

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel, complétion d’une famille
orthonormée en une base orthonormée.

» Fonctions réelles définies sur R".

Notion de fonction définie sur R”, graphe, lignes de niveau (pour n = 2).

Notion de continuité d’une fonction de R” dans R. Opérations sur les fonctions
continues.

Fonctions partielles, dérivées partielles d’ordre 1 et 2, gradient en un point.
Notion de fonctions de classe €1, de classe €2 sur R".

Développement limité d’ordre 1 d’une fonction de classe &1

Dérivation de t > f(x + th) avec f de classe €' sur R".

Notion d’extremum local, global, de point critique. Condition nécessaire du pre-
mier ordre.

» Note aux colleurs :

e Lalgorithme d’orthonormalisation de Schmidt a été pratiqué sur quelques exemples mais

n’est pas exigible.

e Les fonctions de plusieurs variables sont censées étre définies sur R” pour le moment.

» Les exercices suivants sont a savoir refaire sans hésitation :

1. Montrer que pour tous u et vdans E :
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2. a. Justifier que 'application suivante est un produit scalaire sur C([a, b]) :

b
(fr9) = (f.g) = j F(hg()ds,

puis expliciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire.

b. Soit f :[0,1] » R ne s"annulant pas sur [0, 1]. Montrer que :
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et préciser le cas d’égalité.

. Montrer que l'application suivante définit un produit scalaire dans R, [x] :

(P,Q) = (P,Q)= ) P(K)Q(k),
k=0

puis montrer que les polynomes de Lagrange Lo, L1,...,L; associés aux réels 0, 1,...,n consti-
tuent une base orthonormée de R;;[x].

. On suppose M, 1(R) muni de son produit scalaire canonique (X, Y) = IXy.

a. Montrer que si une matrice P € M,,(IR) est orthogonale alors, pour tout X de M, 1 (R), on
a |[PX]| = [IX]].
b. On suppose réciproquement qu’'une matrice P € M, (IR) est telle que, pour tout X de
M,1(R), on ait [[PX]| = [[X]].
i. Montrer que pour tous X et Y dans M,, 1 (R), on a (PX,PY) = (X,Y).
ii. En déduire que la matrice P est orthogonale.

. Soit u et v deux vecteurs non nuls d’un espace euclidien E. Etablir I'équivalence entre les

assertions :
i. les vecteurs u et v sont orthogonaux;
ii. pour tout A € R, on a |[Au+v|| > ||v]|.

. Soit & = (e1,...,ep) une famille orthonormeée d’un espace euclidien (E, -, -)). Montrer que :

p
VueE, Z<u,ej>2 < ).
i=1

. Soit E un espace euclidien et E* 'espace vectoriel des formes linéaires sur E. Pour tout u € E,

on définit @y par:
Oy E-> R x - (u,x).
a. Vérifier que pour tout u € E, @, € E*.
b. On posealors: @ :E— E",ur P,,.
Montrer que @ est un isomorphisme.

. Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

On dit que f est une isométrie si, pour tout x € E, ||f (x)|| = [|x||-
a. Montrer que si f est une isométrie alors f est un isomorphisme de E.
b. Etablir I’équivalence entre les assertions :

i. f est une isométrie;

ii. pour tous x et y dans E, (f(x), f(y)) = (x,p).



