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— Consignes 3

L’énoncé comporte trois exercices.

Ces derniers peuvent étre traités dans un ordre quelconque mais doivent étre chacun commencés sur une nouvelle page et les
questions doivent étre séparées d’une ligne horizontale sur toute la largeur de la page.

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.

La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
l'appréciation des copies.

Les résultats doivent étre mis en valeur et les pages doivent étre numérotées.

\ Exercice 1 \

Pour tout entier naturel 7, on note R, [x] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré au plus n.

Pour tout k € N, la notation X¥ désigne le polynéme x — x

k; en particulier les notations 1 et X? désignent le

polynome x — 1 et la notation X désigne le polyndome x — x.
On considére I'application f qui a un polyndme P de R,,[x] associe le polyndme :

f(P)=P” - 4XP".

1. Etude de f.

S

a.
b.

C.

oit # un entier naturel fixé uniquement dans cette question.

Justifier que f est un endomorphisme de R, [x].

Calculer f(1), f(X) puis f (X*) pour k € [2,n].

Etablir alors que la matrice A, de f dans la base canonique de IR,,[x] est triangulaire.
Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses espaces propres est de dimension 1.

Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.
Etablir que : A = —4deg(P).

f. En déduire qu’il existe un unique polynoéme unitaire (i.e. de coefficient dominant valant 1) H, de degré n

tel que :
(En): f (H,) = —4nH,.

2. Etude de la suite (Hp)pen-

a

ISP oY

)

. En dérivant la relation (£,,), démontrer que :

Yn>1, f(H,

n

)= —4(n—-1)H,,
. En déduire que :
-1)H,_
Vi1, H.=nH,, et Yn>2, H,-XH, + =2

. Pourquoi peut-on affirmer que Hy =1 et H; = X?

. Calculer alors H; et Hj.
. D’aprés ce qui précede, la suite u,, = H, (1) satisfait a la relation de récurrence :
n—1)u,_
ug=1, wu;=1, Yn>2, un:un_l—%.

Ecrire un programme en Python calculant (6.

3. Application aux points critiques d une fonction a trois variables.
On note U la partie de R3 définie par :

U:{(x,y,z)eIR3;xiyetyizetz:tx}

et on considere la fonction V définie sur U par :

Y(x,9,2)eU, V(x,9,2) :x2+y2+22—lnlx—yl—lnly—zl—lnlz—xl.



Soit (e, B,7) € U.

a. Btablir que (a, B, y) est un point critique de V si et seulement si (o, B, 7) est solution du systéme :
2a(a-y)(a-p)=2a-p-y

(8):3 2BB-a)B-v)=2-a-vy
2y(y-a)(y-B)=2y-a-

b. On introduit le polynome Q(X) = (X — o)(X - p)(X - y).
Montrer que (o, f,y) est solution de (S) si et seulement si Q” — 4XQ’ admet pour racines a, ,y.
c. Prouver que si (a, p,y) est un point critique de V alors

Q”-4XQ’ =-12Q

puis que Q = Hj.
d. Donner alors les points critiques de V.

\Exercice 2\

Dans tout 1’exercice, n désigne un entier naturel non nul.
On se place dans un espace euclidien E de dimension # et on note B = (ey, ey,...,¢,) une base orthonormale de E.
Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (x,p) et la norme de x est notée ||x||.

» Partie 1 : définition de I’adjoint u* d’'un endomorphisme u de E.

Dans toute cette partie, # désigne un endomorphisme de E.
On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme de E, noté u*, qui a tout vecteur y de E associe
le vecteur u*(y) vérifiant :

Vx e E,(u(x),p) = (x,u"(y)).

1. a. Montrer que si u” existe, alors on a, pour tout y de E :
n
w(y) =) (ule)y)es
i=1

b. En déduire que si u” existe, alors u* est unique.

2. a. Vérifier que 'application u* définie par 1’égalité établie a la question 1a. est effectivement un endomor-
phisme de E.

b. Conclure que cette application est solution du probléme posé, c’est-a-dire que c’est 'unique endomor-
phisme de E, appelé adjoint de u, vérifiant :

V(x,p) € B2, (u(x),p) = {(x,u*(y))

» Partie 2 : étude des endomorphismes normaux.

On dit que u est un endomorphisme normal quand on a I'égalité :
* *
uou =u ou.

3. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.

Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal.

4. a. Montrer que : Yx € E, [[u(x)|| = |Ju*(x)]|.

b. En déduire que Ker(u) = Ker (u*).
5. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est stable par u*.
6. On suppose que u posséde une valeur propre A et on note E, le sous espace propre associé.

a. Montrer que E, est stable par u".
b. Etablir que (1*)" = u puis en déduire que Ey est stable par u.



|Exercice 3|

Dans ce probleme, on considere un réel p et un réel strictement positif 4, et on définit sur R la fonction :

Faixr— exp(—exp(y;x)).

1. Soit a et p deux réels tels que a > 0.

a. Justifier que F, , est de classe %* sur R et donner sa dérivée notée f, , et sa dérivée seconde fua:

b. En déduire les variations et la convexité de F, , sur R. On précisera les limites de F, ; en +oo et —co. Donner
l'allure de la courbe de F, , en y faisant figurer le point d’inflexion.

c. Montrer que F, ; est une fonction bijective de R vers un intervalle I a déterminer. On note G la réciproque
de Fy ;. Expliciter G.

2. Soit a et p deux réels tels que a > 0.
Montrer que f, , est une densité, et que F, ; est la fonction de répartition associée.

On consideére un espace probabilisé (Q), %/,P) et on suppose que toutes les variables aléatoires introduites dans
la suite du probleme sont définies sur cet espace probabilisé.

Soit p et a des réels tels que a > 0. On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi de Gumbel de parametre
(p,a), ce que l'on note X < Z(p, a), si elle admet fw comme densité.

3. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de parameétre (0,1).
Soit p un réel et a un réel strictement positif.

Montrer que la variable aléatoire X = aZ + p est une variable aléatoire a densité qui suit la loi de Gumbel de
parameétre (y, a).

On admet que réciproquement, si X suit la loi de Gumbel de parameétre (y,a), alors Z = % suit la loi de Gumbel
de parametre (0,1).

4. a. Soit U une variable aléatoire a densité qui suit la loi uniforme sur 0, 1].
Montrer que la variable aléatoire Y = —In(—In(U)) suit la loi de Gumbel de paramétre (0, 1).

b. Ecrire une fonction Python gumbel (mu,a) renvoyant une réalisation d’une variable aléatoire de loi & (y, a).

5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de parametre (y,a) et Z = ¥

+00
a. Montrer que l'intégrale j In(u)e™ du converge.
0
1
, montrer que l'intégrale J- In(-In(t))dt converge.
0

b. A l'aide du changement de variable t = e™*

On notera dans la suite :

y= _Ll In(~In(t))dt.

¢. Montrer que Z admet une espérance et que E(Z) = .
On pourra utiliser le changement de variable u = exp(—exp(—x)).
d. En déduire que X admet une espérance et déterminer [E(X) en fonction de y, p et a.

On admet que X admet un moment d’ordre 4 et en particulier que la variance de X notée o2 est égale a a’c
ou ¢ est un réel strictement positif indépendant de a et de p.

6. Soit Y et Z deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Gumbel de parametre (0,1).

a. Montrer que —Z est une variable aléatoire a densité, et déterminer une densité g de —Z.
+00

—(e7*+1

b. Montrer que pour tout réel x, 'intégrale f ue " du converge et déterminer sa valeur.

0

+00
c. ATlaide du changement de variable u = e, en déduire que pour tout réel x, I'intégrale J fo,1(x—t)g(t)dt
converge. -
d. Montrer que Y — Z est une variable aléatoire a densité, de densité la fonction définie sur IR par :

e—X

X .
(1+e™™)



