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Exercice 1 — d’apres Ecricome 2010

Pour tout entier naturel #, on note R,,[x] I’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré au plus n.
Pour tout k € N, la notation X¥ désigne le polyndme x - x*; en particulier les notations 1 et X° désignent le
polyndéme x — 1 et la notation X désigne le polynome x — x.

On consideére ’application f qui & un polynéme P de IR,,[x] associe le polynome :

f(P)=P” - 4XP".

1. Etude de f.
Soit n un entier naturel fixé uniquement dans cette question.
a. Justifier que f est un endomorphisme de R,,[x].
b. Calculer f(1), f(X) puis f(Xk) pour k € [[2,n].
c. Etablir alors que la matrice A, de f dans la base canonique de IR,,[x] est triangulaire.
d. Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses espaces propres est de dimension 1.
e. Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre .
Etablir que : A = —4deg(P).
f. En déduire qu’il existe un unique polynoéme unitaire (i.e. de coefficient dominant valant 1) H, de degré n
tel que:
(En): f(Hn) = —4nH,.
2. Etude de la suite (Hy)pen-

a. En dérivant la relation (£,), démontrer que :

Vn>1, f(H,

n)=—4(n-1)H,,
b. En déduire que:

~1)H,_
Vn>1, H,=nH,; et Yn>2, Hn—XHn_l+%:0.

(e}

. Pourquoi peut-on affirmer que Hy =1 et H; = X?

I

. Calculer alors H, et Hj.
e. D’apreés ce qui précede, la suite u,, = H, (1) satisfait a la relation de récurrence :

(Tl - 1)un—2

ug=1, wy =1, Vn=22, wu,=u, - 1

Ecrire un programme en Python calculant u5(5¢.

3. Application aux points critiques d’une fonction a trois variables.
On note U la partie de R3 définie par :

U:{(x,y,z)e]R3; xiyety:tzetz:tx}
et on considere la fonction V définie sur U par :

Y(x,v,2)eU, V(x,9,2) :xz+y2+22—lnlx—yl—1n|y—z|—1n|z—x|.



Soit (e, B,7) € U.

a. Btablir que (a, B, y) est un point critique de V si et seulement si (o, B, 7) est solution du systéme :

20(a=y)(a—B)=2a—-P-y
(8):3 2BB-a)B-v)=2-a-vy
2y(y-a)(y-B)=2y-a-

On introduit le polynéome Q(X) = (X — o)(X - p)(X - y).

Montrer que (o, f,y) est solution de (S) si et seulement si Q” — 4XQ’ admet pour racines a, ,y.

Prouver que si (a, B, y) est un point critique de V alors

Q”-4XQ’ =-12Q

puis que Q = Hj.
Donner alors les points critiques de V.

ELEMENTS DE CORRECTION (D’APRES J.F. CossuTTA) —
Dans tout I’exercice nous écrirons f,, a la place de f.

1. a.

Soit P un élément de R, [x].

Puisque P est de degré au plus n, P’ est de degré au
plus n—1 et P” est de degré au plus n — 2.

Donc P” et XP’ sont de degré au plus 7 et finalement
fn(P) est un élément de R, [x] comme combinaison
linéaire de deux éléments de R [x].

Soit P et Q deux éléments de R, [x] et soit A un réel
alors :

f2(AP+Q) = (AP+Q)” -4X(AP +Q)’
=AP”+Q” - 4X (AP’ +Q’)
= \(P”-4XP’)+(Q"-4XQ')
=Mu(P)+ fu(Q)
donc f;, est un endomorphisme de R, [x].

fu(1) = OR, [x] = 4X X OR, [x] = OR, []
fu(X) =0R, [y] - 4Xx 1 =-4X
Soit k € [[2; n]]l

fiu (XF) = (ke = 1)xKE=2 — ax (kxKT)
= —4kXK 4+ k(k - 1)xk2,

. Pour tout k dans [[0,x], f; (Xk) est combinaison li-

néaire d’éléments de la famille (l,X,...,Xk) donc la
matrice A, de f,, dans la base canonique de R, [x] est
triangulaire supérieure.

. Puisque A, est triangulaire, son spectre est 'ensemble

de ses éléments diagonaux :
Sp fu =Sp A, = (—4k;k € [0, n]]}.

La suite (—4k)ke[o,n] €tant strictement décroissante
donc f;, possede 1+ 1 valeurs propres deux a deux dis-
tinctes or il s’agit d’'un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension n+1 donc f;, est diagonalisable
et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

. Soit P un vecteur propre de f, associé a la valeur

propre A. Soit r son degré et a, le coefficient de son
terme de plus haut degré, on a r € [0,n] et a, = 0.

Puisque f,,(P) = AP i.e. P” —4XP’ = AP, le coefficient
de X" dans P” —4XP’ est —4(ra,) et le coefficient de X"
dans AP est Ag,.

Donc —4(ra,) = Aa,. Or a, n’est pas nul donc

A=—4r=—4degP.

. o Existence de H,,.

Puisque —4n est une valeur propre de f,, il existe un
vecteur propre P, de f,, associé a la valeur propre —4n.
D’apres ce qui précede degP, = n; on note a,, le coeffi-
cient de X" dans P, et on pose H,, = a%,Pn'

Par construction H;, est un polynéme unitaire. De plus,
le degré de H,, est celui de P, donc n.

Comme H,, = %Pn et que P, est un vecteur propre de
fn associé a la valeur propre —4n, il est de méme pour
H,.

o Unicité de H,.

Supposons que Q,, soit également un polynéme uni-
taire de degré n tel que f,, (Q,) = —4nQ,,.

Alors Q, et H,, sont deux éléments non nuls du sous-
espace propre de f, associé a la valeur propre —4n qui
est de dimension 1.

Donc il existe un réel o non nul tel que Q, = aH,,.
Comme Q,, et H, sont unitaires et de degré n, on a
a=1.

Donc Q,, = H,, et I'on a I'unicité de H,,.

. SoitneN*,ona:

fu(Hy) = —4nH,, i.e. H), — 4XH;, = —-4nH,,.
En dérivant, il vient :
H; - 4H), - 4XH], = —4nH],

soit :
H; - 4XH] = -4(n—-1)H;,.

Ainsi :
(H,)" - 4X(H}) = ~4(n - 1)H],

Comme Hj, appartient a IR, [x] :

fu (Hy) = —4(n - 1)H;,.




b. Soit n € N, H,, est unitaire et de degré n donc T,; =
%H; est un polynoéme unitaire de degré n—1 donc :

Fu(T) = - () = L (~401- DHG) = 40 - 1)T;,

Donc T,, est un polynome unitaire de degré n —1 tel
que
T, - 4XT;, = —4(n—-1)T,

et par 'unicité définissant H,,_; (question 1.d) on a
T, =H,_; donc:

’
Hjy =nHy_y.

Soitn>2,ona:

H;, =nH,_; et H1’1—1 =(n-1)H,_,
donc :
H; =nH)_; =n(n-1)H,_,.
Alors :

—4nH,, = H] - 4XH),
=n(n—1)H,_» —4X(nH,_1)
=n(n—1)H,,_» —4X(nH,_ )

puis :
H, = —%Hn_z +XH,_;
ie.

n—1
Hn _XHn—l + THn_z = OIR,l[X]'

c. Puisque 1 est un polynome unitaire de degré 0 qui
vérifie (1) —4X(1)’ =—-(4x0)1,0on a 1 = Hy,.
De méme X est un polynéme unitaire de degré 1 qui
vérifie (X)” - 4X(X)’ = —(4x 1)1 donc X = H;.

d. Ona:
2-1
ORAX]:I{Z_X}{1+‘jI*}k
1
=H,-X?+-
2 +4
donc :
1
Hy=X2--.
2 4
Ona:
3-1
OR,[x] =I{3—-Xf{2+-42fffh
1\ 1
=H3-X X2—7)+7X
3 ( 4)" 2
3
=H;-Xx3+32X
3 4
donc :
Hy = X3 - X
3= R

e. Une premiere possibilité :

u = [0 for n in range(2027)]
ul0] =1
ul1] = 1
for n in range(2, 2027):
u[n] = u[n-1] - (n-1)/4*xu[n-2]

u0, ut =1, 1
for n in range(2, 2027):
u0, ul = ul, ul - (n-1)/4%u0

alors u1 correspond a la valeur demandée.
Une autre possibilité :

alors u[2026] correspond a la valeur demandée.
Cependant dans les deux cas, la valeur numérique ne
peut pas étre obtenue avec la précision usuelle des
calculs en Python.

. o Montrons que V est de classe C! sur U.

Les fonctions polynomes :

(x,v,2) r—>x2+y2+22 et (x,1,2) > x-v

sont de classe C! sur U.

La seconde ne s’annule pas sur U et ¢ - In|t| est de
classe C! sur IR* donc, par composition :

(x,9,2) > In|x -y

est de classe C! sur U.
De méme pour les fonctions :

(%, v,z) > Inly —z| et (x,9,2) > In|z — x].
Donc V est de classe C! sur U comme combinaison
linéaire de quatre fonctions de classe C! sur U.

o Pour tout (x,,z) € U:

(91V(x,y,z):2x—i—ﬂ
X-y z-X

(x-y)(x-2)
Yy -x)(y-z)-(2y-x-2z)
92V(vy,2) = y-x)(y-2)
z2(z-x)(z-v)-(2z—x-7Y)
9sVixy2) 2z

Soit (a, B, y) un élément de U.
Le fait que VV(a, B, y) = Ogs équivaut successivement
aux systemes qui suivent :

2a(a=p)la—y)=(2a=p=y) _
(a=B)(a—y)
2B(B-)(B—y)—( ﬁav -0
(B-a)(B-v)
y(y-a)(y=p)-2y-a=p) _,
(y—a)(y—B)

Bla—y)—(2a-B-y)=
a)p-y)-(2p-a-y)=0
a)(y-B) - (2y-a-B)=
2a(a-B)a—y)=2a—p-y
2B-a)(B-v)=2p-a-v.
2y(y-o)(y-B)=2y-a-p

20 —
2B(p -
(v~




b. Q=(X-a)X-p)(X~-7y)donc:

Q' =(X=B)X=y)+(X=a)(X =)+ (X=-a)(X-p)
Q" =(X=y)+(X=B)+(X~y)
+(X-a)+(X-f)+(X-a)
=2(3X—-(a+p+7)).

Soit (o, B, y) un élément de U :

Q" (a) - 4aQ’(a) = 2(3a— (a+ B+ )
~4a{(a—B)(@—7)+0+0)
= 2((2a - p )~ 2a(a~B)a-y))

donc Q”(a) —4aQ’(a) = 0 lorsque :

2a(a - p)(a-y)=2a—B-v.

De méme pour f et y.

Donc (a,p,y) est solution de (S) si et seulement si
Q” - 4XQ’ admet pour racines o, B, y.

. Soit (o, B, y) un point critique de V alors c’est un élé-
ment de U et a, B,y sont distincts deux a deux.

Posons Q = (X — «a)(X - B)(X —y) alors «, B, y sont alors
trois racines distinctes de Q" — 4XQ’.

Ainsi Q divise Q” — 4XQ’ donc il existe T dans R[x]
tel que Q” - 4XQ’ =TQ.

Puisque Q est de degré 3, Q” —4XQ’ est de degré 3.
Donc T est un polyndéme constant.

Finalement il existe un réel ¢ tel que Q” - 4XQ’ = cQ.
Le coefficient de X3 dans Q est ¢ et c’est —4 x 3 dans
Q” - 4XQ’. Ainsi c =—-12 donc :

Q” -4XQ’ = -12Q.

Puisque Q est un polynéme unitaire de degré 3 qui
vérifie

Q" -4XQ’ = -4(3)Q,
il résulte de 1.d que Q = Hs.

. Si (a,B,y) est un point critique de V, alors H3 =

(X=a)(X=B)(X=7)-
Puisque Hz = X3 - %X, les points critiques de V

sont parmi : (0, @,—@), (O,—‘B ﬁ), (@,0,—@),

B
(—@,0, @) (@,—@,0) et (—@ @,0).

Réciproquement, on vérifie aisément que si (a, B, y) est
I'un des triplets alors c’est une solution de (S) donc un
point critique de V.



Exercice 2 - d’apres EDHEC ECS 2021

On considére un espace euclidien E pour lequel le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté (x,v), tandis
que la norme du vecteur x est notée ||x||. Le vecteur nul de E est noté Og.

On considére aussi un endomorphisme f de E, différent de 'endomorphisme nul, et antisymétrique, c’est-a-dire
qu’il vérifie :

V(x,y) € B2 (f(x),9) = ~(x, f (¥))-
1. Montrer que : Vx € E, (f(x),x)=0.
2. Etablir I’égalité : Ker(f)®Im(f) = E.

3. On pose s = f o f. Montrer que s est un endomorphisme symétrique de E et que ses valeurs propres sont
toutes dans R_.

4. On note g l'application qui a tout vecteur x de Im(f) associe g(x) = f(x) et on pose t =gog.
a. Montrer que g est un endomorphisme antisymétrique de Im(f).

b. En déduire que les valeurs propres de t sont toutes dans R*.

Dans les deux questions suivantes, on considére une valeur propre A de t et on note E, () le sous-espace propre
associé a cette valeur propre.

5. On considére un vecteur e; non nul de E, ().

a. Montrer que (e, g(e1)) est une famille d’éléments de E,(¢) orthogonale et libre.

b. En déduire, en considérant 'orthogonal F, de Vect(ey,g(e;)) dans E)(t), que la dimension de E,(t) est
paire et qu’il existe un entier naturel p non nul, ainsi que p vecteurs ey, e,,...,¢, de E\(t), tels que

(el,g(el),ez,g(ez),..., ep,g(ep)) soit une base orthogonale de E, (f).
6. Soit k un entier de [[1, p].
a. Montrer que l'on a : ||g(ek)||2 = —\lleqll?.
b. On consideére les vecteurs ¢;” = ”elﬂek ete/ = mg(ek).
Etablir que g(e,’() = \/—_Ael’! et g(e,’(’) = —\/3\6;(.
7. a. Montrer que le rang de f est pair.

b. On pose r = Srg(f). Déduire des questions précédentes qu'il existe une base orthonormale 5B de E et r
réels ay,...,a, strictement positifs, non nécessairement distincts, tels que la matrice M de f dans B soit :

0 —aq
a 0
0 —a) 0 —ai
ajn 0 a 0
: 0 -a
M= ' ouM = a 0
0 -a,
a 0
0 0 -a,
a 0
0
ELEMENTS DE CORRECTION — 2. Par théoréeme du rang on sait déja que :

1. Pour tout x € E on a, par antisymétrie de f :

(f(x), %)) = =(x, f(x))
_ / ) . f Soit x € ker f NIm f. Puisque x € Im f donc il existe un
Or, par symétrie du produit scalaire : vecteur y € E tel que x = f(y). On a alors :

(x, f(x)) = (f(x),x).

dimker f +dimIm f = dimE.

[I%lI? = (x,x) = (x, () = ~(f (x), ) = =0, p) = 0.
On a donc:
(f(x),x) = —(f(x), x) On a donc ||x|| = 0 donc : x = Og. Cela prouve que :

donc | (f(x),x)=0| ker f NIm f = {0g}




Donc ker f et Im f sont supplémentaires dans E :

kerf®Imf =E

3. Tout d’abord s est un endomorphisme de E en tant que

composée de deux endomorphismes de E.
Soit x et y dans E. On a:

(s(x),9) ={f (f(x)),9)

Jansym- _ e, Fo))
fantsym: _ e £(Fo))
= (x, S(y)>

donc ‘ s est un endomorphisme symétrique de E. ‘

Soit A une valeur propre de s et x un vecteur propre asso-
cié (donc non nul). On a d’une part :

(s(x),x) = (Ax, x) = M{x,x) = A 1x]]?

et d’autre part :

f antlsym
x),x) = (f(f(x) ~(f(x), f(x)) ==l f ()P
Comme x #0gona: ||x||2 # 0. On en déduit que :
Mixll? = =lIf )I* done A= —= x|If(x)I?
[Ix || _—
<0
donc A <0.

Donc ‘ les valeurs propres de s sont dans R._. ‘

4. a. Puisque g est la restriction de f a Im f, c’est une appli-

cation linéaire.

De plus, pour tout x € Imf, g(x) =
g(x)eImf.

Donc g est un ‘ endomorphisme de Im f. ‘

f(x) donc on a

Enfin, pour tous xetydeImf ona:

x), 1) ={f(x),y) =%, f(¥) = ~(x, &)

Donc ‘ g est antisymétrique. ‘

b. Soit A une valeur propre de f et x € Im f un vecteur
propre associé. Avec le méme raisonnement qu’a la
question 3 on obtient :

xlg)I> = — x|If (x)II?

" ||2 lx ||2
De plus, on sait que x € Im f\{Og}. Or: ker f NIm f =
{Og}. On a donc : x & ker f de sorte que f(x) # Og. On
en déduit :

— x[If®)I* donc A<O.
T || _—
S~— >0

<0

Donc | les valeurs propres de s sont toutes dans R .

5. D’aprés I’énoncé e = O et t(e1) = Xey.

a. Il s’agit de montrer que :

1) eq et g(e1) sont dans Ej(t)
2) (e1,8(e1))=0

3) la famille (el,g(el )) est libre.
Par définition, e; € E)(t). De plus:
t(gle1)) =g og(gler))
= g(g(s(e1)))
= g(t(e1))
=g(Xer)
= Ag(er)

donc g(eq) € Ex(t).
Montrons maintenant 2). On a:

(e1,8(e1)) =<e1, fle1)) par 1. 0

La famille (e, g(eq)) est donc orthogonale. Pour mon-
trer que 3) elle est libre, il suffit de prouver qu’elle
ne contient pas le vecteur nul. D’apres I’énoncé e
n’est pas le vecteur nul (c’est un Vecteur propre) De
plus ey € Im f\{Og} et ker f NIm f = {Og}. On a donc:

g(er) = f(e1) = Op. Bilan :

(el,g(el )) est une famille orthogonale et libre de Ej (t)

. On va maintenant construire une base orthogonale

de E;(t) et montrer que cet espace vectoriel est de di-
mension paire. On a vu que (el,g(el )) est une famille

orthogonale libre de E)(t). On distingue alors deux
cas :

Cas1:si Vect(el,g(el )) =E,(t). Dans ce cas,

(el,g(el )) est une base orthogonale de E (t).
Cas 2:sinon. On note F, le supplémentaire ortho-
gonal de Vect(el,g(el)) dans E)(t). F, n’est pas

réduit a {Og} donc il existe un vecteur non-nul
e € F. Montrons alors que

(el,g(el ), ez,g(ez)) est une famille orthogonale
libre de E)(¢)

On peut appliquer mutatis mutandis le méme rai-
sonnement que plus haut a I’exception de 'ortho-
gonalité qui mérite un examen minutieux. On a
déja montré que : {e1,g(ey)) = 0. De maniére ana-
logue : (e, g(e2)) = 0. Comme e; est dans l'ortho-

gonal de Vect(el,g(el )) on obtient aussi :

(e2,e1)=0 et <€2,g(61)>20

Il reste a prouver que (g(ep),e;) = 0 et
(g(ez),g(e1)) = 0. Comme g est antisymétrique
(4.a)on a:

(glez),e1) =—(e2,g(e1))=0
~————
0

Enfin :
(g(e2), g(e1)) = ~(e2,g(gle1)))
=—(ep, t(e1))

=—(ez, Aey)
= —X(Ez,el) =0

—_—
0



donc (el,g(61 ) ez,g(ez)) est une famille orthogo-
nale de E) ()

De plus elle est libre car les vecteurs sont non-nuls
(comme en 5.a). On distingue alors deux sous-cas :

Cas 2.1:si Vect(el,g(el), ez,g(ez)) =E)(t). Dans

ce cas, (el,g(el ), ez,g(ez)) est une base ortho-
gonale de E; ().

Cas 2.2:sinon. On note F3; le supplémentaire
orthogonal de Vect(el,g(el ), 62,g(€2)) dans

E)(t). F3 contient un vecteur non-nul e3. De
méme que précédemment, on montre que

(el,g(el ),e2,8(e2), €3,g(63)) est une famille
orthogonale de E(¢)
et ainsi de suite ...

A chaque étape, on ajoute deux vecteurs a la famille
libre. Ce processus s’arréte nécessairement puisqu’une
famille libre contient au plus dim E; (¢) vecteurs. En no-
tant p le rang de la derniere étape, on a ainsi construit

une | base orthogonale (el,g(el ),...,ep,g(ep)) de Ey4)

On a alors :
dimE, () = Card(el,g(el),...,ep,g(ep)) =2p

et donc E, (t) est bien de

. On a déja établi cette égalité a la question 4.b. On a

donc : | ||g(ex)ll = V= x [lexl

. Ona:
, 1 1 Y .
=g|l——ex|=——glex) = =V-A
slep) g(nekne") el €)= [eieg$(e) = V-2
De plus :
M\ 1
1
= leCenn )
1
= A
Ig(enll "
1
=
NSV
:_\/_7}\6
llegll ¥
=-V-2e]
donc

gley) = \/—76;{/ et g(e)) = —\/35;(

. Comme f est un endomorphisme symétrique de Im f,
il est diagonalisable. On a donc:

dimIm f = Z dimE,(f).
Aesp(t)

D’apreés la question 5.b, les E; (¢) sont tous de dimen-
sion paire. Enfin, par définition rg(f) = dimIm f.

Donc | rg(f) est pair.

b. Soit A € Sp(t). En reprenant les notations des ques-

tions 5.b et 6.b, la famille (ei,ei',,..,e;,,e”) est une
base orthonormale de Ej(#) (on a normalisé la base
orthogonale de la question 5.b). De plus, les sous-
espaces propres Ej () sont supplémentaires orthogo-
naux dans Im f, car ¢ est un endomorphisme symé-
trique de Im f. En concaténant les bases orthonor-
males de ces sous-espaces propres, on obtient alors une

base orthonormale de Im f ‘(donc de cardinal 2r) de

la forme

7 7’ ’ 27 7 7’
(g, uy ty, Uy, Up, iy ) |

De plus, pour tout i € [1;7]], en notant A; la valeur

propre de t telle que ui' € E)(t) et|a;=+/-Aj|on a

d’apreés 6.b:
fu))=aju et

flu)=—ajuj (¥

Enfin, car A; <0 (question 4.b). On distingue
alors deux cas :

e Cas 1: si kerf = {Og}. Dans ce cas
Imf = E donc (uj,ui,uj,uy,...,u/,u;’) est une

‘base orthonormale de E ‘ D’apres la relation (x), la
matrice M de f dans cette base s’écrit :

0 —al
al 0

M = an 0

0 -a,
a 0

* Cas 2: si kerf = {Op}. Dans ce cas on note

(v1,...,v4) une base orthonormale de ker f | Comme

E =Im f @ker f on sait que (concaténation des bases)

’ 7 ’ 77
‘B = (U, Uy, e, Uy, Uy, V1,000, Vg) ‘est une base de E.

Pour tout i € [1;q] on a: f(v;) = Og. Donc la matrice
de f dans la base B s’écrit :

0 —ai

ai 0
0 -ap
an 0

a 0

0

Il reste a prouver que la base B est orthonormale.
Comme on a concaténé une base orthonormale de Im f
et une base orthonormale de ker f, il suffit de prouver
que les espaces vectoriels Im f et ker f sont orthogo-
naux. Soit x € Imf et y € ker f. Il s’agit de prouver
que: (x,y) = 0. Il existe z € Etel que: x = f(y). On a
alors :

(x,9)={f(2),9) =z, f(¥)) yek:erf

—(z,0g)=0
——
0

Donc ‘ B est bien une base orthonormale de E ‘




Exercice 3 — d’apres HEC Paris - ESCP BS Maths II ECS 2022

Dans ce probleme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A,P). Si X est une variable aléatoire, on note respectivement [E(X) et V(X) son espérance et sa variance, sous
réserve d’existence.

Le but de ce probléme (dont on ne propose ici que les premiéres parties) est de mettre en évidence quelques
résultats asymptotiques liés au modele du collectionneur de vignettes. Dans chaque paquet de céréales se
trouve une vignette et il y a en tout des vignettes de n types différents, ou n est un entier supérieur ou égal
a 1. Chacun des n types de vignettes se retrouve avec la méme fréquence dans les paquets de céréales. Une
collection est alors compléte lorsqu’elle comporte n vignettes de types différents.

On modélise le nombre total de paquets de céréales qu’il est nécessaire d’acheter pour obtenir la collection
complete de n vignettes de types différents par la variable aléatoire notée C,,.

On pose par convention Cy = 0 et pour tout i € [1,#]], on note C; le nombre d’achats de paquets de céréales
nécessaires pour obtenir i vignettes de types différents.

De méme, pour tout i € [[1,n]], on pose X; = C; — C;_1, qui représente le nombre d’achats supplémentaires de
paquets de céréales qu’il est nécessaire d’effectuer pour obtenir une nouvelle vignette d’un type différent des
i —1 vignettes de types différents déja obtenues. Par convention, on pose X; =C; = 1.

On suppose que les variables aléatoires Xy,..., X,, sont mutuellement indépendantes. Enfin, on pose :

C
V, = — —In(n).
4=~ ~In(n)

1. a. Montrer que :

Co=Xp+-+X,= ) X
i=1

b. Justifier que pour tout i € [1,1]), la variable aléatoire X; suit la loi géométrique g(&n“)

» Partie I

Pour tout entier n > 1, on pose :

=

H, =
k=1

n
1
et Sn = Zk—z
k=1

Nous allons démontrer la convergence de la suite (S,),, et déterminer une valeur approchée de sa limite S.

==

2. a. Montrer que pour tout entier k > 2, on a 'encadrement :

1 1 1 1 1
- S 5<T—— 7.
k k+1 " k* k-1 k
b. Montrer que pour tout entier n>2,on a:
3 1 1
== <S5, <2--.
2 n+1 7" n

c. Montrer que la suite (S,,),; est convergente et donner un encadrement de sa limite S.
d. Montrer que pour tout entier n > 1, on a ’encadrement :

e. En déduire un programme Python qui permette d’obtenir une valeur approchée de S & 1077 pres.
3. Pour tout entier n > 1, on pose u, = H,, —In(n).

a. Montrer que pour tout entier n > 1, on a l'encadrement :

1
n+1

n+1 1
<ln( )<

n n
b. Montrer que pour tout entiern>1,ona:0<u, <1.
c. Montrer que la suite (u,),,, converge vers une certaine limite y € [0,1].

4. Justifier I'existence de I'espérance de C,, et montrer que E(C,) = nH,,.



5. Justifier I'existence de la variance de C, et exprimer V (C,,) en fonction de n,S,, et H,,.
» Partie II
6. Soit Ty,..., T,,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi exponentielle £(1). On pose :

M, = max T;.
1<i<n

Montrer que M, suit la loi de densité f,, donnée par :

ne*(1-e )" six>0
Vx eRR, X) =
Jul) {0 six<0
7. a. Soit Z une variable aléatoire de loi exponentielle £(n + 1) et indépendante de M,,. On note g la densité de
la loi de Z qui est nulle sur | — o0, 0] et continue sur 0, +oo[. Montrer que pour tout x > 0 et tout ¢ €]0, x|,
ona: .
-
fu(H)g(x —t) = (n+ 1)e " 1*pet (et - 1) .

b. Soit (Z;);», une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que pour tout entier i > 1,
Z; est de loi exponentielle £(i).

n
Montrer que pour tout entier n > 1, la variable aléatoire ) Z; suit la loi de densité f,.
i=1

8. On définit la fonction f : R —» R, par:

X

VxeR, f(x)=e e .

Montrer que f est une densité de probabilité sur IR. La loi de densité f est appelée loi de Gumbel.
n
9. a. Soit (Z;);» la suite de variables aléatoires introduite précédemment. On pose W,, = ZZ,- —In(n).
i=1
Montrer que la fonction de répartition Fy de W, est donnée par :

(1 - %)n si x > —1In(n)

0 six<-In(n)

VxeR, By, (x)= {

b. Montrer que la suite de variables aléatoires (W,),.; converge en loi vers une variable aléatoire de loi de
Gumbel.

ELEMENTS DE CORRECTION — 2. a. Pour k > 2, on remarque que :
1. a. Pour touti e ﬂl,.n]], X;=GC; —Ci—l/- En sommant pour (0<) k(k=1)< K2 < kk+1)
i € [1,n]], on obtient une somme télescopique :

et la fonction inverse étant décroissante sur |0, +oo[, on

n n

in = Zci -Cj_1=C,-Cop=C,. obtient :

i=T =l 111 1_ 111
b. Pour i €[1,n]), la variable aléatoire X; correspond au ko k+1 " k(k+1) k ~k(k=1) k-1 k'

nombre d’achats a effectuer, lorsque 1'on posséde déja

. . s 1 . b. Soit n > 2. On somme les inégalités ci-dessus pour
i—1 vignettes différentes, pour obtenir I'une des n—i+1 = & P

vignettes que l'on ne posseéde pas encore. kel2n]:
A chaque achat d’un paquet de céréales, la probabilité L 1 LI 1 1

, v . n—i+1 Z(f—i)< 7<Z(7_,)
d’obtenir I'une de ces nouvelles vignettes est . = k k+1 = k = k-1 k

n
Par ailleurs, chaque achat d’un paquet de céréales est ) .
indépendant des achats précédents et des vignettes Dans les membres de gauche et de droite, on reconnait

déja obtenues. On reconnait donc la loi géométrique des sommesAtelescoplques./]?aps le membre (/1u milieu,
n—i+1 on reconnait la somme définissant S, privée de son

premier terme :

de parameétre

Vie[l,n], xi=—>g(”_i+1).



et on en déduit :

3
= <S,<2--.
2 n+1 T n

. La suite (S;,) est croissante car :

1
Sni1-Sn=

Yn>1, =—
n+1

20
et elle est majorée (par 2) d’apres la question précé-
dente. Ainsi, la suite (S;,;) converge.

L'encadrement déterminé pour S, en question précé-
3
dente donne : > <S<2.

. 1l suffit ici d’utiliser les deux encadrements (celui de
S,, et celui de S) obtenus en (c) et (d) :

3 1 1 1 3 1
S <Sy<2-— —— -2 <-S, <=2
2 a1 OS2, done iy STSesy
et 3
-~ <552,
2
en sommant membre a membre les inégalités :
1 1
<S-S5, < —.
n+1 "Sn

1 1

. Pour n =107, 0ona — =107 et 1< 1077, donc le
n n

nombre Sy 47 est, d’apres la question précédente, une

valeur approchée de S a 1077 prés. Ce nombre peut
étre obtenu avec le code Python suivant :

s =0

for i in range(1, 1e7 + 1):
s = s + 1/i%xx2

print(s)

. Soit k > 1. En remarquant que :

1 1 1 1 1
te PR T 4 < - < T
k+1" k k+1 "t "k
. 1, L. 1 1
la fonction t > — étant décroissante sur ,— 1, la
t k+1 k

croissance de l'intégrale donne :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
J ——dt < J‘ —dt < J —dt
k k+1 k t k k

soit le résultat demandé :

4;£4,<] 5:t}, < l
w1 SN ) Sk

. Soit n > 1. On somme les inégalités précédentes
membre & membre pour k €[[1,n] :

| & k+1 "1

Y <) m(T ) <L

k=1 k=1 k=1
-
=In(k+1)-In(k)

On obtient une somme télescopique dans le membre
du milieu :

Hye1 -1 <In(n+1)<H,

ce qui donne :

— avec I'inégalité de gauche :

VYnz2, u,=H,-In(n)<1

ce qui reste vrai avec n=1;

— avec l'inégalité de droite :
In(n) <In(n+1)<H,

donc
Vnz1, u, >0.

c. Pourtoutn>1:

Ups1 =ty =Hppp —Hy —In(n+1) +1In(n)
1 n+1
= —ln( )
n+1 n
2> 0.

La suite u est donc croissante. Elle est de plus majorée
par 1. Donc la suite u converge.

Sa limite vérifie: 0 <y < 1.

4. Chaque variable aléatoire X; (i € [1, n]]) suit la loi géomé-

. o it .
trique de parametre , donc admet une espérance

égale a -
n—i+1 . L

Comme somme de variables aléatoires admettant chacune

une espérance, C,, = X +--- + X;; admet une espérance.

Par linéarité de l'espéranve :

n

n 1
E(C) = ) B0 - B el W et

n
i=1 =

Avec le changement d’indice j=n—-i+1:

E(C,,) = nZ? = nH,,

. Chaque variable aléatoire X; (i € [1,n]]) admet aussi une

variance égale a :

1 n—i+1
-, -1 n? i-1
— = — X ——————— =N X ———— .
(n—i+1)2 no (n-i+1)2 (n—i+1)?
n

Comme somme de variables aléatoires admettant chacune
une variance, C,, = X| +---+ X;; admet une variance. Par
indépendance mutuelle de X1,..., X, :
n .
i—1

—i 2
= (n—i+1)

n
V(Cy)=) V(Xi)=n
i=1
Avec le changement d’indice j=n—-i+1:
n . n n

N
i= i=

i=1

c’est-a-dire :
V(C,) = nZSn —nH,,.



6. Commencons par déterminer la fonction de répartition
FMn de Mn.
Pour tout xe R :

(M, <x) = (T <x)N---N (T, < x).

Les variables aléatoires Ty, ..., T, étant mutuellement in-
dépendantes :

Fy,, (x) = P(My, < x) = P(Ty <x) % x IP(Ty, < x)

et comme ces variables suivent toutes la méme loi £(1) :

e X)"

FMAﬂZ(ﬁﬁxnz{(l_O

six>0
six<0

La fonction de répartition de M,, est clairement de classe
¢! sur R* et continue également en 0 (car (1 - e 0)1 =),
donc continue sur R, ce qui prouve que M, est une va-
riable aléatoire a densité.

Une densité f, de M, est obtenue en dérivant Fyj, sur R”
et en choisissant une valeur arbitraire en 0 (choisissons
0):

X(1-e™) 1 six>0
Vx€eR, _ ] ne (
*ER - fulx) { 0 six<0
7. a. La fonction g est définie par :
(x) = (n+1)e X six>0
g8 = 0 six<0

Pour x>0 et t€]0,x[, commet>0etx—t>0:

x (n+1)e~ (1=

fu(Dglx—1) = ne™t (1~ e,t)n_1
=ne”! (1 _ e—t)”*l

= (n+1)e (M 1x et (et - 1)

(n+ 1)6—(n+1)xe(n+l)t

n—1

Par ailleurs, pour x < 0, ainsi que pour x > 0 et
t]0,x[ :
fu(t)g(x—1)=0

(I'un des deux facteurs est nul).

n
b. Pour tout n € N*, posons Y, = ZZi.
i=1
On va montrer par récurrence que, pour tout n € IN*,
la variable aléatoire Y,, admet f,, pour densité.
— Initilisation. Pour n =1, Y] = Z; suit laloi £(1) et
f1 en est bien une densité :

six>0
six<0

le®(1-e )0 =e

f1(X)={ 0

— Hérédité. Soit n € N* tel que Y, admette pour
densité f,,.
Déterminons une densité de Y, 1.
Comme Y11 =Y, + Z;,1 et comme les variables
aléatoires Y, = Z1 +---+ Z,, et Z,,1 sont indé-
pendantes (d’apres le lemme des coalitions, les
variables aléatoires Z1,...,Z,,Z,,,1 étant mutuel-
lement indépendantes), on peut utiliser le produit
de convolution.
La fonction h définie ci-dessous, si elle est définie

et continue sauf peut-étre en un nombre fini de
points, est une densité de Y,,,1 :

hm:Lﬁﬁmwﬂﬁ

Cette fonction est nulle pour x < 0, tout comme

fue1(x)-

Pour x > 0, la question précédente donne :

x n-1
h(x) = f (n+1)e(M+1)x et (et - l) dt
0

X —
=(n+ l)e_("H)XJ- net (et - l)n Y
0

Par conséquent, f;;+1 est une densité de Y;,;1.

On a finalement prouvé par récurrence que, pour tout
entier n € N¥, la variable aléatoire Z| +---+Z,; admet
fn pour densité.

8. Par les regles sur le produit et la composée de fonctions
continues, la fonction f est continue sur R*.
Elle est de plus clairement positive.
Déterminons, si elle converge, son intégrale entre —co et
+o0. Pour A > 0, on reconnait sous I'intégrale u’e avec
u(x)=—-e*:

J;)Af(x)dx = LA e e dx

_.—x1A
= [e ¢ ]0
A 0
e e s1-e!
A—+oc0
et:
0 0 .
J- f(x)dx :J- e ¥e™® dx
—-A —-A
a0
=[],
0 A
e —e® — elop

+00
Donc l'intégrale j f (x)dx converge et vaut 1.
—00

Donc f est une densité de probabilité.



9. a. Pour toutxeR: b. Soit x €e R. Comme —In(#n) ——— —oco,0on a:

n—+oo
By, (x) = P(W,; < x) ANeN*, VazN, x>-In(n).
n
=P ZZI' —In(n) < x] Ainsi, pour n > N :
i=1 —x\1 -x
1 x) = l——) = ex (nln(l——))
=P ZZl<x+ln(n)] Fw, (x) ( P
i=1 —x
e
n Comme —— —- >0 ona
D’aprés 7.(b), M, et Y Z; ont la méme la fonction de e
=1 -X —X
répartition donc : In (1 — L) ~ &
n |n—+oo n
By, (x) = B, (x + In(n)) 4
n onc -X
_ (1—e*x*1“(”)) six+In(n)>0 nln(l—e—) ~ X
0 six+In(n)<0 nojnmtee
o \M Ce dernier équivalent étant constant et non nul, il
_ (1 - 7) si x> —In(n) s’agit de la limite de I’expression :
0 six < —In(n) X
nln(l - —) — ™
n n—+00

Ainsi, par composition des limites :

VxeR, Py, (x)———e™

n—+oo
Or la fonction G définie, pour x € R, par G(x) = e
est la fonction de répartition de la loi de Gumbel (elle
est de classe €1 sur R de dérivée f).
Donc la suite de variables aléatoires (W,,) converge en
loi vers la loi de Gumbel.




