
TD 23 – Révisions - probabilités

Problème - ESSEC 2 ECE 2019
Un modèle probabiliste d’une expérience aléatoire représente dans un certain sens le désordre qui intervient dans
l’expérience et il est donc naturel que des outils soient introduits qui permettent de mesurer l’intensité de ce désordre.
C’est le cas de la notion d’entropie qui fait l’objet du présent problème. On considérera différentes situations et
notamment la façon dont on mesure l’information que deux variables aléatoires s’apportent mutuellement.
Dans la première partie on étudie le cas plus simple techniquement de variables dont la loi admet une densité. Les
deuxièmes et troisièmes parties sont consacrées au cas discret. Dans la deuxième partie, on introduit les différentes
notions d’entropie pour le cas de variables discrètes et dans la troisième partie, on examine comment on peut mesurer
l’information apportée mutuellement par deux variables aléatoires.
Toute les variables aléatoires intervenant dans le problème sont définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P).
Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y) son espérance lorsqu’elle existe.

Partie I : entropie différentielle d’une variable à densité

1. La fonction logarithme de base 2, notée log2 est définie sur R∗+ par log2(x) =
ln(x)
ln(2)

.

a. Montrer que pour tout (x,y) ∈R∗+ ×R∗+, on a log2(xy) = log2(x) + log2(y).
b. Vérifier que pour tout réel α, log2(2α) = α.
c. Montrer que la fonction log2 est concave sur R∗+.

2. Soit X une variable aléatoire réelle à densité et soit f une densité de X. On appelle support de f l’ensemble
I = {x ∈ R;f (x) > 0}, et on suppose que I est un intervalle de R d’extrémités a et b (a < b, a et b finis ou infinis).
L’entropie différentielle de X est, sous réserve d’existence, le réel

h(X) = −
∫ b

a
f (x) log2(f (x)) dx

Montrer que h(X) = −E(log2(f (X)).

3. Soit X une variable aléatoire de densité f , de support I, intervalle de R d’extrémités a et b. On suppose que X
admet une entropie différentielle.

a. Soit c un réel et Y la variable aléatoire définie par Y = c+ X.

i. Déterminer une densité de Y.
ii. Justifier l’existence de l’entropie différentielle h(Y) et la déterminer en fonction de h(X).

b. Soit α un réel strictement positif et soit Z la variable aléatoire définie par Z = αX.

i. Déterminer une densité de Z.
ii. Justifier l’existence de l’entropie différentielle h(Z) et la déterminer en fonction de h(X).

4. On détermine dans cette question l’entropie différentielle de quelques variables aléatoires suivant des lois classiques.

a. Soit a > 0. On considère X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, a].

i. Donner une densité de X.
ii. Justifier l’existence de l’entropie différentielle h(X), et la déterminer.
iii. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que h(X) > 0.

b. On considère Y une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Montrer que Y admet une entropie

différentielle et que h(Y) =
1
2

log2(2πe).

c. On considère Z une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ (λ > 0). Montrer que Y admet une
entropie différentielle h(Z) et la déterminer.

d. Soit f la fonction définie sur R par f (x) =
1
2
λe−λ|x| (λ > 0).

i. Montrer que f est une densité de probabilité sur R.
ii. Soit W une variable aléatoire de densité f . Justifier l’existence de l’entropie différentielle h(W) et la

déterminer.
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5. On dit qu’un couple (X,Y) de variables aléatoires est un couple gaussien centré si, pour tout (α,β) ∈R2, αX +βY est
une variable de loi normale centrée, c’est-à-dire qu’il existe γ ∈R et une variable Z de loi normale centrée réduite
tels que αX + βY a même loi que γZ. On considère un tel couple (X,Y) et on note σ2 la variance de X. On suppose
que σ2 > 0.

a. Montrer que X suit une loi normale centrée.
b. Calculer h(X).
c. On suppose désormais que X et Y suivent la même loi normale centrée de variance σ2.

i. Montrer que E(XY) existe.
ii. Montrer de plus que, pour tout réel λ, λ2

E(Y2) + 2λE(XY) +E(X2) ⩾ 0.
iii. En déduire que E(XY)2 ⩽ E(X2)E(Y2).

iv. On pose ρ =
E(XY)
σ2 . Montrer que ρ ∈ [−1,1].

v. Que vaut ρ si X et Y sont indépendantes?

d. On suppose |ρ| < 1. On appelle entropie jointe du couple (X,Y) le réel

h(X,Y) = log2

(
2πeσ2

√
1− ρ2

)
.

i. À quelle condition h(X,Y) est-elle nulle ?
ii. L’information mutuelle de X et Y est définie par

I(X,Y) = h(X) + h(Y)− h(X,Y).

Calculer I(X,Y).
iii. Montrer que I(X,Y) ⩾ 0.
iv. Quelle est la limite de I(X,Y) quand ρ tend vers 1?

Partie II : généralités sur l’entropie des variables discrètes

Soit A un ensemble fini non vide. On dit que X est une variable aléatoire dont la loi est à support A, si X est à valeurs
dans A et si pour tout x ∈ A, P(X = x) > 0.

6. Soit X une variable de loi à support {0,1,2, . . . ,n} où n est un entier naturel. On appelle entropie de X le réel

H(X) = −
n∑

k=0

P(X = k) log2(P(X = k)).

a. On définit la fonction g : {0,1,2, . . . ,n} → R en posant g(k) = log2(P(X = k)) pour k élément de {0,1,2, . . . ,n}.
Montrer que H(X) = −E(g(X)).

b. Montrer que H(X) ⩾ 0.
c. Soit p un réel tel que 0 < p < 1. On suppose dans cette question que X suit la loi de Bernoulli B(p).

i. Calculer H(X) en fonction de p. On note ψ la fonction qui, à p, associe H(X).
ii. Montrer que ψ est concave sur ]0,1[.
iii. Déterminer la valeur p0 où ψ est maximale.

d. On suppose dans cette question que la loi de X est à support {0,1,2,3} avec les probabilités

P(X = 0) =
1
2

; P(X = 1) =
1
4

; P(X = 2) = P(X = 3) =
1
8
.

Calculer H(X).

7. Écrire une fonction en Python entropie(P) pour calculer l’entropie d’une variable X dont le support de la loi est
de la forme A = {0,1,2, . . . ,n} où n est un entier naturel. On suppose que le vecteur P est tel que, pour tout k de A,

P[k+1]= P(X = k). La fonction doit renvoyer l’entropie de X c’est-à-dire −
n∑

k=0

P(X = k) log2(P(X = k)).
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On souhaite maintenant démontrer quelques inégalités concernant l’entropie.

8. On commence par une inégalité générale, appelée inégalité de Jensen.

a. Soit N ⩾ 2. Soit X une variable aléatoire de loi à support {x1,x2, . . . ,xN}, où les xi sont des éléments distincts de
R+. On pose P(X = xi) = pi . Montrer que pour tout 1 ⩽ i ⩽ N, on a pi < 1.

On désire démontrer par récurrence la propriété suivante : P (N) : « pour toute ϕ fonction convexe sur R+, si X est
une variable aléatoire à support A ⊂R+ avec Card(A) = N, on a E(ϕ(X)) ⩾ ϕ(E(X)). »

b. Montrer que P (2) est vraie.
c. Soit N ⩾ 3. On suppose que P (N −1) est vérifiée. Soit X une variable aléatoire de loi à support A = {x1,x2, . . . ,xN}

où les xi sont des éléments distincts de R+. On pose P(X = xi) = pi .

Pour i tel que 1 ⩽ i ⩽ N − 1, on pose p′i =
pi

1− pN
.

i. Montrer que
N−1∑
i=1

p′i = 1 et 0 < p′i < 1 pour 1 ⩽ i ⩽ N − 1.

ii. Soit Y une variable aléatoire de loi à support {x1, . . . ,xN−1) telle que P(Y = xi) = p′i pour 1 ⩽ i ⩽ N − 1.

Montrer que
n−1∑
i=1

p′iϕ(xi) ⩾ ϕ

N−1∑
i=1

p′ixi

.

iii. Montrer que E(ϕ(X)) ⩾ ϕ(E(X)).

d. Montrer que si ϕ est concave sur R+, on a E(ϕ(X)) ⩽ ϕ(E(X)).

9. Soit X une variable aléatoire à support {0,1, . . . ,n}. On pose, pour k tel que 0 ⩽ k ⩽ n, pk = P(X = k).

a. Montrer que
n∑

k=0

pk log2

(
1

(n+ 1)pk

)
⩽ log2

 n∑
k=0

pk
(n+ 1)pk

 = 0.

b. Montrer que
n∑

k=0

pk log2 [(n+ 1)pk] = log2(n+ 1)−H(X).

c. Montrer que H(X) ⩽ log2(n+ 1).
d. On suppose que X suit une loi uniforme sur {0,1, . . . ,n}. Calculer H(X)

10. Soit X et Y deux variables aléatoires de même loi à support {0,1, . . . ,n}. On suppose en outre X et Y indépendantes.

a. Montrer que P(X = Y) =
n∑

k=0

(P(X = k))2.

b. On pose v(k) = P(X = k) pour tout k élément de {0,1, . . . ,n}. Montrer que

2E(log2(v(X))) ⩽ E

(
2log2(v(X))

)
= E(v(X))

c. En déduire que 2−H(X) ⩽ P(X = Y).
d. Donner un exemple de loi où l’inégalité précédente est une égalité.

Partie III : entropie jointe et information mutuelle de deux variables discrètes

Soit X et Y deux variables aléatoires à support {0,1, . . . ,n}. On appelle entropie jointe de X et Y le réel

H(X,Y) = −
n∑

k=0

n∑
j=0

P ([X = k]∩ [Y = j]) log2 (P([X = k]∩ [Y = j]))

avec la convention 0log2(0) = 0

11. a. On définit la fonction g : {0,1, . . . ,n}2→R∪ {−∞} en posant pour (k, j) ∈ {0,1, . . . ,n}2

g(k, j) = log2 (P([X = k]∩ [Y = j]))

Montrer que H(X,Y) = −E(g(X,Y)).
b. Montrer que H(X,Y) = H(Y,X).
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c. Pour tout k tel que 0 ⩽ k ⩽ n, on pose

H(Y | X = k) = −
n∑

j=0

P[X=k](Y = j) log2

(
P[X=k](Y = j)

)
On appelle entropie conditionnelle de Y sachant X le réel

H(Y | X) =
n∑

k=0

P(X = k)H (Y | X = k) .

Montrer que H(X,Y) = H(X) + H(Y | X).
d. Montrer que pour tout couple de variables aléatoires X et Yde lois à support {0,1, . . . ,n}, on a

H(X)−H(X | Y) = H(Y)−H(Y | X).

12. On considère dans cette question deux variables aléatoires X et Y, de lois à support {0,1,2,3}. On suppose que la loi
conjointe de (X,Y) est donnée par le tableau suivant :

H
HHHHj

k
0 1 2 3

0 1/8 1/16 1/32 1/32
1 1/16 1/8 1/32 1/32
2 1/16 1/16 1/16 1/16
3 1/4 0 0 0

On lit dans la k-ième colonne et la j-ème ligne la valeur de P([X = k]∩ [Y = j])

a. Déterminer la loi de X et montrer que H(X) =
7
4

.

b. Déterminer la loi de Y et calculer H(Y).

c. Montrer que H(X | Y) =
11
8

.

d. Que vaut H(Y | X)?
e. Calculer H(X,Y)

13. Soit X et Y deux variables aléatoires à support {0,1, . . . ,n}. On appelle information mutuelle de X et Y le réel

I(X,Y) =
n∑

k=0

n∑
j=0

P ([X = k]∩ [Y = j]) log2

(
P([X = k]∩ [Y = j])
P(X = k)P(Y = j)

)
a. Montrer que I(X,Y) = I(Y,X)
b. Montrer que I(X,Y) = H(X)−H(X | Y).
c. Montrer que I(X,X) = H(X)
d. Que vaut I(X,Y) si X et Y sont indépendantes?

14. Soit X et Y deux variables aléatoires à support {0,1, . . . ,n}. On fixe 0 ⩽ k ⩽ n.

Pour 0 ⩽ j ⩽ n, on pose pj =
P([X = k]∩ [Y = j])

P(X = k)
.

On suppose pj > 0 pour tout 0 ⩽ j ⩽ n et on pose xj =
P(X = k)P(Y = j)
P([X = k]∩ [Y = j])

.

a. Montrer que
n∑

j=0

pj = 1.

b. Soit Zk une variable aléatoire de loi à support {x0, . . . ,xn} dont la loi est donnée par P(Zk = xj ) = pj pour 0 ⩽ j ⩽ n.
Montrer que

E(log2(Zk)) ⩽ 0.

c. En déduire que I(X,Y) ⩾ 0.

Autres sujets sur le thème de l’entropie : ESSEC 2 ECE 2003 et Maths I HEC 2012.
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