ANNEXE

B

FORME QUADRATIQUE ASSOCIEE A UNE
MATRICE

Définition B-1

Soit A € A/, (R) une matrice symétrique.

La forme quadratique associée a A est ’application définie sur R” par :
g(h) ="HAH

ou H est la matrice des coordonnées de h dans la base canonique de R".

Exemple

2 3

Soit A = (3 1

). La forme quadratique associée est définie pour tout h = (h;,h,) € R? par :
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Remarques

1> En généralisant le calcul précédent, on obtient pour A = (aij)(i SelLal? et h=(hi)icq1, :

q(h) = Z al]hlh]

i,je[[1;n]]

D’ou par symétrie de A :
n

q(h) = Zaiihf +2 Zﬂ,]hlh]

i=1 i<j

En particulier, si A est diagonale, avec Ay, A,,..., A, sur la diagonale, alors :

n
g(h) =) A,
i=1

2> Soit ¢ un endomorphisme symétrique de R" et A la matrice de ¢ dans la base canonique. La forme
quadratique q associée a A est donnée par :

YheR", q(h) = (h, ¢(h)).

Proposition B-2 (expression de la forme quadratique dans une b.o.n.)

Soit g la forme quadratique associée a une matrice symétrique A.

Il existe une base orthonormée % de R" telle que, si h a pour coordonnées h~1,...,h~n dans %,

alors : .
glh) =) AR}
i=1

ou Ay,..., A, sont les valeurs propres de A .

Démonstration
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Remarques

1> Encadrement de Rayleigh

Notons respectivement « et f la plus petite et la plus grande valeur propre de A.

D’apres ce qui précede :

n
et on a (dans une b.o.n.) Zfliz = ||hJ|* donc :
i=1
h
Yh e R"\{0}, a < % < B.

2> Quel lien y a-t-il entre le spectre de A et le signe de g?
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