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Exercice 1 — d’apres EDHEC 2007

e—x

+0o
Pour tout n € IN*, on pose u,, = f dx.
0

1
X+ p
1. Montrer que la suite (u,),cn+ est bien définie.

—X

1

1
2. Pour tout n € N*, on pose alors v, = J
0 X+ z

< -

a. Montrer que: Yne N*, 0w
e

=

b. Montrer que : Vne N*, v, > —In(n + 1).

|~

¢. Donner la limite de la suite (u,,).

dx et w,

+o00 —X
e
:J 1dx.
1 X+H

3. On se propose de déterminer un équivalent de u, lorsque n est au voisinage de +oo.

17 _ —x
a. Montrer que l'intégrale I = J
0
, T]_e>
b. Etablir que : Vn e N¥, 0 < J —ldx <L
0o X+ u

€ sz
———dx est une intégrale convergente.
X

¢. En déduire un encadrement de v, valable pour tout n € IN*.

d. Donner enfin, en utilisant cet encadrement, un équivalent simple de u,,.

CORRECTION —
1. Soit n € IN*. La fonction x > % est continue sur
[0, +0co[ donc son intégrale sur [0,1] existe. De plus :

Vx>1,0< e ™

!
+00
et I'intégrale J. e *dx converge.
1
D’apreés le critére de comparaison pour les intégrales de
+00  ,-x

fonctions positives, I'intégrale j dx converge.

1 x+1/n
Donc le réel u,, existe.

Donc | la suite (u,),cn~ est bien définie. ‘

2. a. Ona:
e*X
Vx=1,0<

TS
X+ﬁ

donc, par croissance de lintégrale sur [1,+oo[ et
puisque toutes ces intégrales sont convergentes, on

a: +00 efx +00
OSJ 7dx<J‘ e *dx.
1 X+1/i’l 1

D’autre part :

donc:

+o0 —X
Ogj L dx < 1
1 x+1/n e

¥nelN',0<w, <

Donc :

Q| =

b. Soit n € IN*. Par décroissance de la fonction ¢ — e~ sur

[0,1], on a pour tout réel x :

-1 1 e

e l<e™<1 donc e(x+%)<(x+l)

n

puis, par croissance de 'intégrale sur [0,1] et puisque
toutes ces intégrales existent, on a :

1 1 d 1 e*X d
[ — < JE—
J e(x+ 1) J (1)

donc :
1

1 1
- [ln(x+ 7)] <y
e n/lo

donc :

1
VnelN* v, > ~In(n+1).
e

c. Les questions précédentes montrent que la suite w est
bornée et, par théoreme de minoration, que la suite vy,
diverge vers +co.

Puisque u,, = v, + w, pour tout entier n > 1, on en

déduit :
U, —— +oo.
n—+o0



3. a. La fonction x — e™* est dérivable en 0 et son nombre

dérivé vaut -1 donc :

1-e™*
— 1.
X x—0

Par ailleurs, la fonction x > 1‘;_X est un quotient de

fonctions continues et le dénominateur ne s’annule pas
sur ]0,1] donc cette fonction est continue sur ]0,1].

Donc cette fonction se prolonge par continuité en 0
et le prolongement obtenu est continu sur [0, 1]. Donc
son intégrale sur ce segment existe.

—X

1
1-
Donc | I'intégrale I = J dx est convergente.
0

. Soit n € IN*. Pour tout réel x €]0,1],on a:
1
e_x<e0:1et0<x<x+;

donc:
l-e™* 1-e7*
< .

0< <
L x
X+ 5

Par croissance de I'intégrale sur ]A,1] (ou A €]0,1]), on

a:
1 -X 1 —-X
1- 1-
OSJ el dxsf c dx
A X+ A X

Les deux intégrales convergent lorsque A tend vers 0
donc pour tout entier n>1:

1 —-X
1=
0<J- el dx <L
0

X+ﬁ

¢. Soit n € N*. On en déduit que :

LS|
Os.[ ldx—vn<1
0 x+ﬁ

donc :

1

1 1 1 1
vnsj dx:[ln(x+f)] =ln(n+1)<v, +1
0 x+4 n/1o

Donc :

\VnelN*,ln(nH)—l <vy<In(n+1).

d. Lasuite (In(n+1)),>1 est strictement positive donc :

1 Uy
< <L
In(n+1) " In(n+1)

VYnelN*,1 -

Les termes latéraux convergent vers 1 donc par le théo-
réme d’encadrement :
Vn

_ 1.
In(n+1) n—too

On adonc|v, = o(vy)|
+00




Exercice 2 — d’apres EDHEC 2023

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considere un endomorphisme f de R" dont la
matrice dans la base canonique de R" est une matrice M telle que rg(M) = 1.
On note C la premiere colonne de M et on suppose que C est non nulle.

1. Donner la dimension de Ker(f) et en déduire une valeur propre de f.
2. a. Montrer qu’il existe une matrice L=(1 ¢, ... £,) appartenant a M, ,,(RR) telle que M = CL.
b. On rappelle que tr(M) désigne la trace de la matrice M. Montrer que tr(M) = LC.
c. Etablir que I'on a ’égalité :
M2 = tr(M)M
3. Montrer que tr(M) est valeur propre de f.
4. On suppose que tr(M) = 0. Montrer que M n’est pas diagonalisable.

5. On suppose que tr(M) = 0. A 'aide des questions précédentes, déterminer les valeurs propres de f et montrer
que f est diagonalisable.

On désigne par a, b, ¢ trois réels non nuls et on considére I'endomorphisme g de IR? dont la matrice dans la base

1 1/a 1/b
canoniquede R3est A=[a 1 1/c|.
b ¢ 1
On suppose que A n’est pas inversible.
X
6. a. En considérant le systeme AX =0, ou X =| v [, établir, en raisonnant par I’absurde, la relation ac = b.
z

En déduire le rang de A.

Conclure que g est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

N
sr =

Montrer que, pour tout entier naturel # non nul, A" appartient a Vect(A).

CORRECTION — On a donc:

1 On sait que rg(f) = rg(M) = 1. D’aprés le théoréeme du licr ... Gy
rang, on a donc : M=cCL=| : .
dimKer(f) = dim (R") - rg(f) = n— 1| bien oo lucy

Commen>2,onan—12>1.

La trace d’une matrice est la somme de ses coefficients
diagonaux. Donc :

Donc | 0 est valeur propre de f ‘et la dimension du sous-

n
espace propre associé est n—1. Tr(M) = €ycp +++ 0y = ngck
k=1

2 a. La matrice M est de rang 1 et sa premiere colonne (no-
tée C) est non-nulle. Donc toutes les colonnes de M sont

. A . . D’aut t:
proportionnelles a C. Il existe donc des réels ¢5,..., ¢, autre par

tels que : 1
n
LC=(0 £ .. L)x|:]|= kack
M=| C|6C| ... | e,C ]:Cx(l O ) cy) k=1
On adoncbien: |Tr(M)=LC
En notant ¢ =1 etL = (€1 O ... Zn), on a bien c. Ona:
LeMj,(R)et: M2 = (CL)2
e
=CLCL
b. On note ¢y, ..., ¢, les coefficients de la matrice C, au- —CxLCxL
trement dit : ,
o =LCxCxL (LC estun réel)

c=|: :W (car LC = Tr(M) et CL = M)




3 Ona:
MxC=CLxC=CxLC=LCxC=Tr(M)xC

De plus, la matrice colonne C n’est pas nulle. Ceci prouve
que Tr(M) est valeur propre de M et que C est un vecteur
propre associé.

Enfin, I'endomorphisme f et la matrice M ont les mémes

valeurs propres. Bilan : ‘ Tr(M) est valeur propre de f ‘

4 Si Tr(M) = 0, alors I’égalité de la question 2.c devient :
M2 =0 (matrice nulle)

et donc:
f?=0 (endomorphisme nul)

Donc P(x) = x? est un polyndme annulateur de f. D’aprés
le cours, les seules valeurs propres possibles de f sont les
racines du polynome P. Ici la seule racine de P est 0. Or,
on a déja établi en question 1 que 0 est valeur propre de f.
On en déduit que

Oestla ‘ seule valeur propre de f ‘

De plus,ona:

dimKer(f) < dim(R")
—_— ——
n—1 n

On en déduit que 'endomorphisme f n’est pas diagonali-

sable. Donc la matrice ‘ M n’est pas diagonalisable ‘

5 SiTr(M)=0alorsona:

MZ-Tr(MM)M=0  donc  f?-Tr(M)f =0

Donc le polyndéme Q(x) = x% — Tr(M)x est annulateur de
f.On en déduit, comme a la question précédente, que les
seules valeurs propres possibles de f sont les racines de
Q:0et Tr(M).Or:
— Onavuen 1) que 0 est bien valeur propre de f avec
pour dimension du sous-espace propre associé :

dimKer(f)=n-1

— Tr(M) =0 et on avuen 3) que Tr(M) est bien valeur
propre de f.
Bilan :

les valeurs propres de f sont| 0 et Tr(M)

Enfin, comme la somme des dimensions des sous-espaces
propres est inférieure ou égal a celle de R, on a :

dimKer (f - Tr(M)Id) = 1
et donc :

dimKer(f) +dimKer (f - Tr(M)Id) = dim R"

Ceci prouve que ‘ f est diagonalisable ‘

6 a. On suppose queac=b.Ona:

y
a
AX=0 & dax+ y+2=0

zZ _
x+ 7+3=0

bx+cy+2z=0

x+ <+

1 b
Par hypothése ac # b donc (E —%) =0et (c—;) = 0.

On a donc:
x+%+%:0 x =0
AX =0 & z=0 & Y =0
% =0 z=0

On a donc établi I’équivalence suivante :
AX=0=X=0

On en déduit que la matrice A est inversible, ce qui
contredit I’énoncé. Donc I’hypothése de départ ac = b
est fausse. On a bien démontré par l'absurde que

. On ré-écrit la matrice A en remplagant b par ac:

A= 1 1/c

ac c 1

1 1/a 1/ac
a ]

En notant Cy, C; et C3 les colonnes de la matrice

1
A, on remarque que C; est non-nulle, C, = —Cj et
a

1
Cz=—C;.
3 ucl

On en déduit que le | rang de la matrice A vaut 1 ‘ On

peut donc appliquer a la matrice A les résultats établis
en partie 1 sur la matrice M.

7 a. D’apres la question précédente, la matrice A est
derang 1. De plus : Tr(A) = 3 # 0. D’apres la ques-

tion 5, on en déduit que ‘ g est diagonalisable ‘et

que les valeurs propres de g sont

D’apreés la question 2.con a:

A?=Tr(A)A donc A?=3A

On montre alors que pour tout 1 € N*: A = 3"~ 1A
On raisonne par récurrence sur n.

Ifmitialisation. Pourn=1ona:
Al=A
et
371A=3%A=A
On a donc bien : A" = 3" 1A,
Hérédité. Soit n € N*. On suppose que :

A" =3"1A
Montrons que :
AL _ g
Ona:
A = AT x A
=3""1AxA (hypothése de récurrence)
— 3n—1A2
=3""1x3A
=3"A

Ceci acheve la récurrence. On a donc, pour tout

nelN*: A" =371 A donc| A" € Vect(A)



Exercice 3 — d’apres EDHEC 2011

On considére un entier naturel n supérieur ou égal a 2. On dispose d’une urne contenant 2n boules numérotées
de 1 a n, chaque boule apparaissant deux fois. On effectue « au hasard » une succession de tirages simultanés de

deux boules de cette urne selon le protocole suivant :

* a chaque tirage de deux boules, si les deux boules tirées portent le méme numéro, on ne remet pas les deux
boules dans 'urne et on dit qu’une paire est constituée,

* si les deux boules tirées portent des numéros différents, on les remet dans I'urne avant de procéder au tirage

suivant.

Pour tout élément i de [[1,n] et tout entier naturel k non nul, on pose T; = k si k tirages exactement ont été

nécessaires pour constituer i paires.

On admet qu’il existe un espace probabilisé (Q, A,IP) permettant de modéliser cette expérience et que, pour
tout entier 7 de [1,#]], T; est une variable aléatoire définie sur cet espace.

1. a. Déterminer la loi de T; et reconnaitre cette loi.
b. Donner, sans calcul, la valeur de l’espérance de T;

2. Ecrire une fonction Python qui simule la variable T;.

3. On pose X; =T et pour tout i de [2,n] : X; =T; - T,._

a. Que représente la variable X;?
b. Déterminer, pour tout i de [1,#n] la loi de X; ainsi

c. En déduire que T, admet une espérance et que E(T,) = n*.

1-

que son espérance.
2

4. On effectue une suite de n tirages de deux boules selon le protocole précédent.
On note S, la variable aléatoire égale au nombre de paires reconstituées lors de ces n tirages.

a. Calculer IP(S,, = 0).

b. Déterminer la limite en +co0 de IP(S,, = 0).
n!2"

(2n)!”

c. Montrer que : IP(S,, =n) =

5. Ecrire une fonction Python qui simule la variable S,,.

CORRECTION —

1 a. Ona T (Q)=N"
Soit k € IN*. Pour tout entier naturel i non nul, notons
E; I'’événement «le i-éme tirage ameéne une paire de
boules ayant le méme numéro ». Alors :

P[T; =k]=P(E; N---NEp_1 NEy)

=P(E;)x Py, (Ep)x---x Pg n.nE,, (Ek-1)

x Ipfl ﬁ'--ﬁik,l (Ek)

Tant que l'on n’a pas obtenu de paire, la composition
de I'urne ne change pas donc :

VieN', Pg 5, .(Ei)=P(E)

Ainsi,on a:
P[T; = k] = P(Ey)*! xP(E;)

et l’'on reconnait une loi géométrique. De plus, on a :

Py W ]
U= Z @n)2n-1) T -1

1
Donc| Ty %?(7) .
2n

b. On en déduit que : | [E(Ty)=2n-1|

2 Imaginons que 1 boules numérotées de 1 a n soient rouges
et que les autres soient bleues. On peut imaginer tirer
une premiere boule, par exemple rouge, puis en tirer une
seconde parmi les 1 bleues et les n— 1 rouges restantes.
Une paire ne pouvant étre constituée que si l’on tire alors
une bleue. L'idée est de tirer un premier numéro (de fagcon
équiprobable) entre 1 et n, puis d’en tirer un second entre
1 et 2n—1 (en faisant comme si les boules bleues étaient
alors celles de 1 a n et les rouges restantes étaient celles de
n+la2n-1.

def tirage(n):

a = rd.randint(1, n+1) # tirage entre 1 et
n

b = rd.randint(1, 2%n) # tirage entre 1 et
2n-1

k =1

while = b:

a rd.randint (1, n+1)

n 1 o

b rd.randint (1, 2+n)
k += 1
return k




Pour comparer avec le résultat de la premiere question
(ce n’était bien entendu pas demandé), on peut réaliser la
simulation suivante :

9

H+T S 2
o

Xd
plt.bar(Xg, t, width=0.2)
plt.bar(Xd, g, width=0.2)
plt.show()

= 100000
=5
= 1/(2*n-1)
= [0 for k in range(31)]
r _ in range(N):

r = tirage(n)

if r <= 30:

t[r] += 1/N

= [0, pl

for k in range(2, 31):

g.append(g[-1]%(1-p))
[k-0.1 for k in range(31)]
[k+0.1 for k in range(31)]

On obtient par exemple :

|“ “‘ ‘|| ||| ||| III Lhinpune,
: B 3 % 3 5

. La variable aléatoire X; compte le nombre de tirages

effectués entre I'obtention de la paire i — 1 et la paire i
c’est-a-dire le nombre de tirages effectués pour obtenir
une paire une fois obtenu i — 1 paires.

Il s’agit de la situation de la loi de la variable aléatoire
T; avec seulement n — (i — 1) paires donc :

xiq?(%) et ‘IE(Xi):Z(n—i+1)—1 |

n—i+1)-1

En posant Ty la variable certaine égale a 0, on a:

n n
) Xi=) [Li-Ti]=T,-To=T,
i=1

i=1
par télescopage. Par linéarité de ’espérance, T,, admet
une espérance et, d’aprés le résultat de la question pré-
cédente, on en déduit que :
- < n(n+1)
E(T,) = ;[2(n—1+1)—1] = Z[Zz—l] =2———-
1=

i=1

Donc‘ T,, admet une espérance ‘et E(T,) = n? |

. Soit n € IN*. Par la méme technique que celle de la ques-

tion1l,ona:
IP(S,, =0) =P(E; N---NE;) = P(E{)"

donc pour tout n € N* :

b. Alors:

P(S,=0)= exp(nln( "

c¢. Toujours par la technique de la question 1 :

IP(S;, = n) =P(E1) x Pg, (E2) X --- X IPE ..nE,,_, (En)

2n—

“e oz ol

d’ou1, par composition de limites :

)-efo

)

IP(Sn = O)We_ .

Nl

1

1o ——

2n—-1

)

n n
1 1
1 2(n—i+1)—1_l_12i—1
i=1 i=1
n n
S Lp Y
_ 21 _\i=1 J\i=1
i1 (2i —1)(2i) ( %? i)
i=1
n! 2"
donc:|P(S,, =n)= )l
def S(n):
k =0
m=n
for i in range(n):
a = rd.randint (1, m+1)
b = rd.randint (1, 2%m)
if a == b:
k += 1
m -= 1
return k




