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Exercice 1 — d’apres EDHEC 2007

e—x

+0o
Pour tout n € IN*, on pose u,, = f dx.
0

1
X+ p
1. Montrer que la suite (u,),cn+ est bien définie.

—X

1

1
2. Pour tout n € N*, on pose alors v, = J
0 X+ z

< -

a. Montrer que: Yne N*, 0w
e

=

b. Montrer que : Vne N*, v, > —In(n + 1).

|~

¢. Donner la limite de la suite (u,,).

dx et w,

+o00 —X
e
:J 1dx.
1 X+H

3. On se propose de déterminer un équivalent de u, lorsque n est au voisinage de +oo.

17 _ —x
a. Montrer que l'intégrale I = J
0
, T]_e>
b. Etablir que : Vn e N¥, 0 < J —ldx <L
0o X+ u

€ sz
———dx est une intégrale convergente.
X

¢. En déduire un encadrement de v, valable pour tout n € IN*.

d. Donner enfin, en utilisant cet encadrement, un équivalent simple de u,,.

CORRECTION —
1. Soit n € IN*. La fonction x > % est continue sur
[0, +0co[ donc son intégrale sur [0,1] existe. De plus :

Vx>1,0< <e™

x+1
+0o
et I'intégrale J. e *dx converge.
1
D’apres le critére de comparaison pour les intégrales de
+00  ,-x

fonctions positives, I'intégrale f dx converge.

1 x+1/n
Donc le réel u,, existe.

Donc | la suite (u,),cn~ est bien définie. ‘

2. a. Ona:

—X

TS
x+ﬁ

Vi1, 0<

donc, par croissance de l'intégrale sur [1,+oo[ et
puisque toutes ces intégrales sont convergentes, on

a: +00 efx +00
0< j ———dx < —[ e *dx.
1 X+ 1/71 1

D’autre part :

donc :

Donc :

¥YnelN*,0< wy, <

| =

b. Soit n € IN*. Par décroissance de la fonction ¢ — e~ sur

[0,1], on a pour tout réel x :
=X

7<7
e(x+%) x+%

_ e
e <e <1 donc

puis, par croissance de 'intégrale sur [0,1] et puisque
toutes ces intégrales existent, on a :

1 1 d 1 e*X d
[ — < JE—
J e(x+ 1) J (1)

donc :
1

1 1
- [ln(x+ 7)] <y
e n/lo

donc :

1
VnelN* v, > ~In(n+1).
e

c. Les questions précédentes montrent que la suite w est
bornée et, par théoreme de minoration, que la suite vy,
diverge vers +co.

Puisque u,, = v, + w, pour tout entier n > 1, on en

déduit :
U, —— +oo.
n—+o0



3. a. La fonction x — e™* est dérivable en 0 et son nombre

dérivé vaut -1 donc :

1-e™*
— 1.
X x—0

. . —_e X .
Par ailleurs, la fonction x — 1 ; est un quotient de

fonctions continues et le dénominateur ne s’annule pas
sur ]0,1] donc cette fonction est continue sur ]0,1].

Donc cette fonction se prolonge par continuité en 0
et le prolongement obtenu est continu sur [0, 1]. Donc
son intégrale sur ce segment existe.

14 _,—x

Donc | l'intégrale I = J

dx est convergente.
0 X

. Soit n € IN*. Pour tout réel x €]0,1],on a:
1
e <e :1et0<x<x+;

donc :

1-e™* < 1-e7™*

0< <
x+ﬁ X

Par croissance de l'intégrale sur ]A, 1] (ou A €]0,1]), on

a:
1 -X 1 —-X
1- 1-
OSJ el dxsj c dx
A X+ A X

Les deux intégrales convergent lorsque A tend vers 0
donc pour tout entier n>1:

1 -X
1-—
0<J- ¢ dx <L
0

1
X+ﬁ

¢. Soit n € N*. On en déduit que :

I
O<J 1dx—v,lSI.
0

X+ﬁ
Ona:
1 1
1 1
J 1dx:[ln(x+f)]
=In(n+1)
donc :
0<In(n+1)-v, <I
puis :

YneN%In(n+1)-1<v, <In(n+1).

. La suite (In(n + 1));,>1 est strictement positive donc :

I Uy

Y 01— < <1,
nEeN1 In(n+1) " In(n+1) !

Les termes latéraux convergent vers 1 donc par le théo-
reme d’encadrement :

Un

— —— 1.
In(n+1) n—+co

Donc v, ~In(n+ 1) i.e. v, ~ In(n).

La suite w est bornée et u,, = v,,+w,, donc : | u, ~In(n) |



Exercice 2 — d’apres EDHEC 2023

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considere un endomorphisme f de R" dont la
matrice dans la base canonique de R" est une matrice M telle que rg(M) = 1.
On note C la premiere colonne de M et on suppose que C est non nulle.

1. Donner la dimension de Ker(f) et en déduire une valeur propre de f.
2. a. Montrer qu’il existe une matrice L=(1 ¢, ... £,) appartenant a M, ,,(RR) telle que M = CL.
b. On rappelle que tr(M) désigne la trace de la matrice M. Montrer que tr(M) = LC.
c. Etablir que I'on a ’égalité :
M2 = tr(M)M
3. Montrer que tr(M) est valeur propre de f.
4. On suppose que tr(M) = 0. Montrer que M n’est pas diagonalisable.

5. On suppose que tr(M) = 0. A 'aide des questions précédentes, déterminer les valeurs propres de f et montrer
que f est diagonalisable.

On désigne par a, b, ¢ trois réels non nuls et on considére I'endomorphisme g de IR? dont la matrice dans la base

1 1/a 1/b
canoniquede R3est A=[a 1 1/c|.
b ¢ 1
On suppose que A n’est pas inversible.
X
6. a. En considérant le systeme AX =0, ou X =| v [, établir, en raisonnant par I’absurde, la relation ac = b.
z

En déduire le rang de A.

Conclure que g est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

N
sr =

Montrer que, pour tout entier naturel # non nul, A" appartient a Vect(A).

CORRECTION — On a donc:

1. On sait que rg(f) = rg(M) = 1. D’apres le théoreme du licr ... e
rang, on a donc : M=cCL=| : .

dimKer(f) = dim (R") - rg(f) = [n—1] Cicy ... lyey

La trace d’une matrice est la somme de ses coefficients

Commen>2,onan—12>1. diagonaux. Donc :

Donc | 0 est valeur propre de f ‘et la dimension du sous-

n

espace propre associé est n— 1. Tr(M) = €ycp + -+, = ngfk

2. a. La matrice M est de rang 1 et sa premiere colonne k=1
(notée C) est non-nulle. Donc toutes les colonnes de
M sont proportionnelles a C. Il existe donc des réels
ly,..., €y, tels que :

D’autre part :

C1 n
LC=(61 6 .. )| |= Zekck
M=| C|&6C ... | ¢,C }:Cx(l 6 . ly) ) k=1
On adonc bien: |Tr(M)=LC
En notant ¢ :1etL:(€1 0 ... €n), on a bien c. Ona:
Le M ,(R)et: ) )
M = (L
=CLCL
b. On note cy, ..., ¢, les coefficients de la matrice C, au- —CxLCxL
trement dit : i
a =LCxCxL (LC estunréel)

c=|: :W (car LC = Tr(M) et CL = M)




3. Ona:
MxC=CLxC=CxLC=LCxC=Tr(M)xC

De plus, la matrice colonne C n’est pas nulle. Ceci prouve
que Tr(M) est valeur propre de M et que C est un vecteur
propre associé.

Enfin, 'endomorphisme f et la matrice M ont les mémes

valeurs propres donc ‘ Tr(M) est valeur propre de f. ‘

4. SiTr(M) =0, alors I’égalité de la question 2.c devient :
M2 =0 (matrice nulle)
et donc :
f?=0 (endomorphisme nul)

Donc P(x) = x? est un polyndme annulateur de f. D’aprés
le cours, les seules valeurs propres possibles de f sont les

racines du polynome P. Ici la seule racine de P est 0. Or,

on a déja établi en question 1 que 0 est valeur propre de
f.On en déduit que

‘ 0 est la seule valeur propre de f. ‘

De plus,ona:

dimKer(f) < dim(R").
—_—
n—1 n

On en déduit que I'endomorphisme f n’est pas diagonali-

sable. Donc la matrice ‘ M n’est pas diagonalisable ‘

5. SiTr(M)=0 alorsona:

M2-Tr(M)M=0  donc  f?-Tr(M)f =0

Donc le polynome Q(x) = x? — Tr(M)x est annulateur de
f.On en déduit, comme a la question précédente, que les
seules valeurs propres possibles de f sont les racines de
Q:0et Tr(M).Or:

— Onavuen 1) que 0 est bien valeur propre de f avec
pour dimension du sous-espace propre associé :

dimKer(f)=n-1

— Tr(M) =0 et on a vu en 3) que Tr(M) est bien valeur
propre de f.

Donc les valeurs propres de f sont | 0 et Tr(M).

Enfin, comme la somme des dimensions des sous-espaces
propres est inférieure ou égal a cellede R, on a :

dimKer (f - Tr(M)Id) = 1
donc :

dimKer(f) + dim Ker (f — Tr(M)Id) = dim R".

Donc ‘ f est diagonalisable. ‘

6. a. On suppose queac#b.Ona:

¥
a
AX=0 = {ax+ yp+Z=

z _
x+ g+i=

0
0
bx+cy+2z=0

x+ <+

1 b
Par hypothése ac # b donc (; —%) =0 et (c— ;) = 0.

On a donc:
x+%+%:0 x =0
AX =0 &< z=0 Y =0
Y =0 z=0

On a donc établi I’équivalence suivante :
AX=0=X=0

On en déduit que la matrice A est inversible, ce qui
contredit I’énoncé. Donc I’hypothese de départ ac = b
est fausse. On a bien démontré par l'absurde que

. On ré-écrit la matrice A en remplagant b par ac:

1 1/a 1/ac
A=|a 1 1/c
ac c 1

En notant Cq, C; et Cj3 les colonnes de la matrice

1
A, on remarque que C; est non-nulle, C, = —Cj et
a

1
Cz=—Cy.
3 ucl

On en déduit que le| rang de la matrice A vaut 1. ‘On

peut donc appliquer a la matrice A les résultats établis
en partie 1 sur la matrice M.

. D’apres la question précédente, la matrice A est de

rang 1. De plus: Tr(A) = 3 # 0. D’aprés la question

5, on en déduit que ‘ g est diagonalisable ‘ et que les

valeurs propres de g sont | 0 et 3.

. D’apreés la question 2.con a:

A?=Tr(A)A donc A?=3A

On montre alors que pour tout n € N*: A" = 3714,
On raisonne par récurrence sur #.

Initialisation. Pour n=1ona:
Al=A
et
31 1A=30A=A
On a donc bien : A" = 3" 1A,
Hérédité. Soit n € N*. On suppose que :

A" =3"1A
Montrons que :
Ai’l+1 — 3HA
Ona:
A = AT x A
=3""1AxA (hypothése de récurrence)
— 3n—1A2
=3""1x3A
=3"A

Ceci achéve la récurrence. On a donc, pour tout n € N* :

A" =3""1 A donc| A" € Vect(A)



Exercice 3 — d’apres EDHEC 2011

On considére un entier naturel n supérieur ou égal a 2. On dispose d’une urne contenant 2n boules numérotées
de 1 a n, chaque boule apparaissant deux fois. On effectue « au hasard » une succession de tirages simultanés de

deux boules de cette urne selon le protocole suivant :

* a chaque tirage de deux boules, si les deux boules tirées portent le méme numéro, on ne remet pas les deux

boules dans 'urne et on dit qu’une paire est constituée,

* si les deux boules tirées portent des numéros différents, on les remet dans I'urne avant de procéder au tirage

suivant.

Pour tout élément i de [[1,n] et tout entier naturel k non nul, on pose T; = k si k tirages exactement ont été

nécessaires pour constituer i paires.

On admet qu’il existe un espace probabilisé (Q, A,IP) permettant de modéliser cette expérience et que, pour
tout entier 7 de [1,#]], T; est une variable aléatoire définie sur cet espace.

1. a. Déterminer la loi de T; et reconnaitre cette loi.
b. Donner, sans calcul, la valeur de I’espérance de Tj.

2. Ecrire une fonction Python qui simule la variable T;.

3. On pose X; =T et pour tout i de [2,n] : X; =T, - T,_;.

a. Que représente la variable X;?

b. Déterminer, pour tout i de [1,#n]] la loi de X; ainsi que son espérance.

c. En déduire que T,, admet une espérance et que [E(T))

= 112.

4. On effectue une suite de n tirages de deux boules selon le protocole précédent.
On note S, la variable aléatoire égale au nombre de paires reconstituées lors de ces n tirages.

a. Calculer IP(S,, = 0).

b. Déterminer la limite en +co0 de IP(S,, = 0).
n!2"

(2n)!”

c. Montrer que : IP(S,, =n) =

5. Ecrire une fonction Python qui simule la variable S,,.

CORRECTION —

1. a. Ona T;(Q) =N".

Soit k € N*. Pour tout entier naturel i non nul, notons
E; I’événement «le i-éme tirage amene une paire de

boules ayant le méme numéro ». Alors :

P[T; =k]=P(E; N---NEx_; NEy)
=P(E;) x Py, (Ep)x---x Pg n.nE,, (Ek-1)

x Ipfl ﬁ'--ﬁik,l (Ek)

Tant que l'on n’a pas obtenu de paire, la composition

de I'urne ne change pas donc :

VieN', Py g (Ei)=P(E)
Ainsi,on a:

P[T; = k] = P(Ey)*~! x P(Ey)

et l’'on reconnait une loi géométrique. De plus, on a:

P(E,) (1) n !
1 = = =

(22") (ZH)(gn—l) 2n-1
Donc| Ty <—>?(2n_1) .

b. On en déduit que: | E(T;)=2n-1|

. Imaginons que 1 boules numérotées de 1 a n soient rouges

et que les autres soient bleues. On peut imaginer tirer une
premiére boule, par exemple rouge, puis en tirer une se-
conde parmi les 1 bleues et les 7 — 1 rouges restantes. Une
paire ne pouvant étre constituée que si l’on tire alors une
bleue. L'idée est de tirer un premier numéro (de facon
équiprobable) entre 1 et n, puis d’en tirer un second entre
1 et 2n—1 (en faisant comme si les boules bleues étaient
alors celles de 1 a n et les rouges restantes étaient celles
den+la2n-1.

def tirage(n):

a = rd.randint(1, n+1) # tirage entre 1 et
n

b = rd.randint(1, 2*n) # tirage entre 1 et
2n-1

k =1

while a != b:

a = rd.randint(1, n+1)
b = rd.randint(1, 2xn)
k += 1

return k




Pour comparer avec le résultat de la premiere question b. Alors:
(ce n’était bien entendu pas demandé), on peut réaliser la

2n—-2 1
simulation suivante : P(S,=0)= exp(nln( ZZ — )) = exp(nln(l - 2;17_1))
N = 100000 1 1
o expluf -5 o[ 2]
p = 1/(2%n-1) 2n-1 " in
t = [0 for k in range(31)] d’ou, par composition de limites :
for _ in range(N):
r = tirage(n) 1
if r <= 30: IP(SnZO)T)e_j.
t[r] += 1/N nore
g = [0, pl] . . .
for k in range(2, 31): c. Toujours par la technique de la question 1 :
g.append(g[-1]*(1-p))
Xg = [k-0.1 for k in range(31)] I[)(Sn:”):IPEI)XIPEl(EZ)X"'XIPElnnﬂEn_](En)
Xd = [k+0.1 for k in range(31)] n
plt.bar(Xg, t, width=0.2) “rrt
plt.bar(Xd, g, width=0.2) 1 2n—-i+1)-1
plt.show() =
o
On obtient par exemple : | ! 21
1=
=
1l 2i-1)20)
i=1

n! 2"
|HHHHHH“H”HIIIH: donc:: IP(Sn:n):(2n)! '

. a. La variable aléatoire X; compte le nombre de tirages 0
effectués entre l'obtention de la paire i — 1 et la paire i n
c’est-a-dire le nombre de tirages effectués pour obtenir for i in range(n):
une paire une fois obtenu i — 1 paires. a = rd.randint (1, m+1)
b. 1l s’agit de la situation de la loi de la variable aléatoire b = rd.randint(1, 2xm)
1

T; avec seulement n — (i — 1) paires donc : f ak:i— ;

m -= 1

Xiqg(m) et ‘IE(Xi):2(n—i+1)—l. return k

c. En posant Ty la variable certaine égale a 0, on a :
n n
Y Xi=) [Li-Ti]=T,-To=T,
i=1 i=1
par télescopage. Par linéarité de I'espérance, T,, admet
une espérance et, d’apres le résultat de la question
précédente, on en déduit que :
- . = n(n+1)
EI»=?%DW—1+U—H=§:Dv—H:2 -

i=1

Donc‘ T,, admet une espérance ‘et E(T,) = n? |

. a. Soit n € N*. Par la méme technique que celle de la
question 1,on a:

P(S, = 0) =P(E; N---NE,) = P(Ey)"

donc pour tout n € N*:

P(S,=0) =

2n—2)”
2n-1/°




Probleme — d’apres Ecricome 2008

L'objet du probleme est la présentation d’une méthode probabiliste de calcul d’une intégrale (méthode de
Monte-Carlo) et de deux facons de I’'améliorer. Dans tout le probleme, U désigne une variable aléatoire de loi

1
uniforme sur [0, 1], ¢ une fonction continue sur [0,1] et on pose ] = J g(t)dt.
0

Lespérance d’une variable aléatoire X sera notée IE(X) et sa variance V(X) (si elles existent).

On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X;,X,,...,X,, sont des variables aléatoires a densités,
mutuellement indépendantes, alors des variables aléatoires de la forme f;(X1), f2(X5),..., f,(X,) ou les f; sont
des fonctions de R dans IR, distinctes ou non, sont également mutuellement indépendantes.

Partie 1 - Méthode de Monte-Carlo.
1. a. Rappeler une densité de U.
b. Justifier que la variable aléatoire g(U) admet une espérance égale a J.
2. Soit (U,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U.

n
On suppose que 62 = W(g(U)) # 0 et on note pour tout nde N*, S, = Zg(U,-).
i=1

a. Justifier que la suite de variables aléatoires (—") converge en probabilité vers J.
n

Su _
n

N

b. Justifier que la suite de variables aléatoires [ ] converge en loi vers une variable aléatoire de loi
nelN*

normale centrée réduite.

Su

n
[}

i

On donne ©(1,96) = 0,975 ou P désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

¢. On considere pour « n suffisamment grand » que suit une loi normale #°(0,1).

Déterminer un intervalle de confiance pour ], au niveau de confiance 95%, faisant intervenir S,,.

3. Application :
1
a. A l'aide du changement de variable t = sin(u), montrer que J- 4AV1 - t2dt = m.
0

b. Bcrire, en langage Python, une fonction G, de paramétre t, qui pour une valeur t du paramétre renvoie la
valeur 4V1 —t2,

c¢. On rappelle qu’en langage Python, l'instruction rd. random() permet de simuler une variable aléatoire
de loi uniforme sur [0,1[. En utilisant le résultat de la question 2 et la fonction G, écrire une fonction
approx_pi (de parameétre n) qui calcule une valeur approchée de .

Partie 2 - Réduction de la variance par variables antithétiques.

4. Reconnaitre la loide 1 —U.
1
On définit la variable aléatoire Y par Y = 5 (g(U)+ g(1 —U)). Déterminer l'existence et la valeur de E(Y).

5. On suppose g strictement croissante et on admet l'existence des espérances intervenant dans cette question.

a. Justifier que, pour tout (u,w) € [0,1]?,
(g()~ g(w))(g(1 ~u) - g(1 ~w)) <.

b. Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de U.
Quel est le signe de E((g(U) — g(W))(g(1 -U)-g(1 -W)))?

c. En déduire que : E(g(U)g(1 - U)) < (E(g(U)))%.
On admet que I'on obtiendrait le méme résultat pour g strictement décroissante.

1
d. Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone : V(Y) < EW(g(U)).

6. a. Donner un nouvel intervalle de confiance pour J au niveau de confiance 95%, fondé sur cette méthode.
b. Fixons n et notons ¢,, la longueur de I'intervalle de confiance obtenu dans la partie I.

Notons £} la longueur trouvée a la question précédente pour N tirages de la variable aléatoire uniforme.
Quelle condition suffit-il que N vérifie pour avoir £ < {,,?



Partie 3 - Réduction de la variance par stratification.

7. Etude d’une fonction de plusieurs variables.
On consideére la fonction f définie sur |0, +oo[> par :

1 1 1
v ’ ’ € O; 31 ’ s =7 - Y
(x1,%2,x3) €]0, +e0[*,  f(x1,%2,X3) o n o,
a. Justifier que f est de classe % sur ]0,+oo[°.
b. Calculer les dérivées partielles de f d’ordre 1 et 2.

c. On note sz(A) = (Bf]f(A)) la matrice hessienne de f en A = (ay,4a,,a3).

1<i,j<3

Justifier que, pour tout A €]0,+co[3, pour toute matrice colonne H a trois lignes, non nulle, on a :
"HV?f(A)H > 0.

d. La fonction f admet-elle des extremums sur |0, +oo[3?
e. On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x; +x, + x3 = 110.

Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que I’'on déterminera.
f- Montrer qu’il s’agit d'un minimum global sous cette contrainte.

8. Méthode de stratification.
Soit a et b deux réels tels que 0 <a < b < 1. On considere les trois intervalles I; = [0,a[, I, = [4,b[ et I3 =[b,1].
On considere quatre variables aléatoires indépendantes U;, U,, Us et T, de lois uniformes respectivement
sur 11, I, I3 et [0,1].
On définit la variable aléatoire U par :

U = U et + Up Irery) + Us Ijrery)
c’est-a-dire que pour tout élément w de I'univers Q :

Uj(w) siT(w)ely
U(w) =qUs(w) siT(w)€el,.
Usz(w) siT(w)els

a. Montrer que pour tout réel x,

P(g(0) < x) = alP(g(Uy) < x) + (b - a)P(g(Up) < x) + (1 - b)P(g(Us) < x).

b. En admettant que g(U,), g(U,), g(Usz) sont des variables aléatoires a densité, montrer que g(INJ) est elle-
méme une variable aléatoire a densité et en déterminer une densité fg(ﬁ) en fonction de densités de
g(Uy), g(Uy), g(U;), que 'on pourra noter fg(Ul)' fg(UQ), fg(Us).

Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que U suit une loi uniforme sur [0,1].

c. Déduire de ce qui précéde que :

E(g(0)) = alE(g(Uy)) + (b - a)B(g(Uy)) + (1 - b)E(g(U3)).

d. On tire de facon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n; points dans I;, n, points dans I,
ns points dans I5.
On considere donc la famille (Uy ,..., Uy ,,,, Uy 1,..., Uz py,, Uz g,..., Us ) de variables aléatoires indépen-
dantes telles que :
* Uy1,..., Uy, ont méme loi que Uy,
* Uyy,..., Uy, ont méme loi que U,,
* Usy,...,Us ,, ont méme loi que Us,

et on note Z la variable aléatoire définie par :

1 1 & 1 &
Z—an—l;gml,,-)ﬂb—a)n—zj;g<uz,j>+(1—b>n—3];g<u3,k>.

Montrer que :



e. Application numérique
On suppose que, pour un certain choix de la fonction g et des réels aet b, on a

V(g(U)= 5 (b-aPV(g(Un)=1, (1-PV(g(U)=g

On suppose que l'on tire 110 points, de facon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (1,
points dans Iy, n, points dans I,, n3 points dans I3). Quelles valeurs faut-il donner a ny, n,, n3 pour
qu’une valeur prise par Z fournisse une estimation de J avec le plus petit risque d’erreur possible suivant
cette méthode?

ELEMENTS DE CORRECTION —

1 sixe0,1
1. a. Une densité de U est f:x|—>{ s%x [ ]
0 sinon

1
b. La fonction g est continue sur [0,1] et la fonction f est nulle hors de [0,1] et vaut 1 sur [0,1] donc j g(t)f(t)dt
0

converge absolument.

Donc | g(U) admet une espérance ‘et I’espérance est

2. a. Les (g(Ui))z‘eﬂl n]) sont indépendantes, ont méme espérance et variance donc, d’aprés la loi faible des grands nombres,
leur moyenne empirique converge en probabilité vers leur espérance J or la moyenne empirique est :

Sy _1v

n_ - .

7—n;g<uz>
1=

S
donc (l) converge en probabilité vers J.
nelN*

b. Les (g(U,-))l-e[[l n] sont indépendantes, ont méme loi avec une variance non nulle donc, d’apres le théoreme limite
central, leur moyenne empirique centrée réduite converge en loi vers une Variable de loi normale centrée réduite.

Su\_ . )
Ona IE(?) =] et, par indépendance des g (U;), V (7) 2 ZW (Uj) = — donc

S

2L NS o),

%

c. Notons Sj, la centrée réduite, on a pour t >0:

P(—t < S, <t)>0,95 & O(t)—D(—t) > 0,95
& 20(t)-1>0,95
— O(t)>0,975

et d’autre part :

S S
donc, avec|t=1,96|, [" - % "+t\f] est un intervalle de confiance pour J, au niveau de confiance 95%.
n




3. a. La fonction u > sin(u) est de classe € et bijective strictement croissante de [0,7/2] vers [0,1] donc on peut effectuer
le changement de variable donné par t = sin(u), donc dt = cos(u)du :

1 /2
j 4V1—t2dt:j 44/1 = sin(u)2 cos(u)du
0 0

/2
:J 4 |cos(u)|cos(u)du

0

/2
= [ 4cosz( u)du car cos > 0 sur [0, 7¢/2]

2cos 2u)+2)du car cos(2u) = 2c052(u)—1

0

/2
[sm (2u)+ 2u]

1
donc j 41 -t2dt=mw
0

def G(t):
return 4 % np.sqrt(1 - t**2)

c. En utilisant la question 2.a, on peut se contenter d’exploiter la moyenne empirique :

def approx_pi(n):
J=0
for _ in range(n):
J += G(rd.random())
return J/n

Cela donne par exemple :

>>> approx_pi (10000)
3.1399848444433767

>>> approx_pi (1000000)
3.142998520952169

Pour exploiter 2.c, il faudrait calculer 2.

4. Par transfert affine de densité, la loi de 1 — U correspond a la densité :

-1
fU( )
or 0 <—x+1<1sietseulementsi0< x <1 doncil s’agit de la méme densité que celle de U.
Donc‘ 1 - U suit également la loi Z([0,1]). ‘

On en déduit que g(1 — U) admet une espérance égale a celle de g(U) i.e. Tt.

Il s’ensuit que ‘ Y a une espérance et E(Y) =m ‘

5. a. Supposons que u < w alors, puisque g est croissante sur [0,1]:

glu)<g(w) et g(1-u)>2g(1-w)

donc:

Si u > w alors, puisque g est croissante sur [0,1]:

g(u) 2 g(w) et g(1-u)<g(l-w)

donc:

Dans les deux cas :




b. Puisque U€[0,1] et W € [0,1] presque siirement, on peut utiliser le résultat de la question précédente :

P((g(U)-gW))(g(1-U)-g(1-W))<0)=1.

Par positivité de I’espérance, on en déduit :

E((g(U)-g(W))(g(1-U)-g(1-W)))<0.

c. Par linéarité de I'espérance (il est admis d’apres ’énoncé que ces espérances existent) :
E((g(U)-gW))(g(1-U)-g(1-W))) =E(g(U)g(1-U))+E(g(W)g(1-W))-E(g(U)g(1 - W))-E(g(W)g(1 -U)).

Puisque U et W sont indépendantes, il en est de méme de g(U) et g(1 — W) ainsi que de g(W) et g(1 - U), d’ou en
exploitant la question précédente :

E(g(U)g(1-U))+E(g(W)g(1-W))-E(g(U) E(g(1-W))-E(g(W))E(g(1-U)) <0.
D’apres la question 4, U, W, 1 — U et 1 — W ont méme loi donc :

2E(g(U)g(1-U))-2E(g(U))E(g(1-U)) <0

_
=E(g(U))

d’ou :

E(g(U)g(1-U)) < E(g(U))%.

d. Lesv.a.r. g(U) et g(1 — U) admettent un moment d’ordre 2 donc:

(V(g(U))+V(g(1-U))+2cov(g(U),g(1-1)))

On a donc: .
V(Y) < 7 (V(g(U) +V(g(1-1))

or g(U) et g(1 —U) ont méme loi donc méme variance, d’ou :

. a. Soit g:t > V1—1t2 qui continue et décroissante sur [0, 1]; on peut utiliser 5.

1 1
OnayY= %[g(U)-i—g(l ~U)]donc E(Y)=met: 6?2 =V(Y) < EW(g(U)) = 502.
Soit y:t 1 (g(t)+g(1—1¢)) alors, d’apres la premiére partie Sn _ t 2, S—"H— est un intervalle de confiance
‘V' 2 g g 4 p p p 4 n \/ﬁ ; n \/ﬁ

de E(y(U)) =] = avec 62 = V (y(U)).
Un n-échantillon (Y;) de méme loi que Y redonne le méme intervalle de confiance pour 7t au niveau de confiance 95%
T, ,0 T, o

1 1 n
ue précédemment en remplacant o par —o :avec T,, = — Ueto’' =+/V(y(U),| L -t—; L+t—|estun
que p plag par 2 ng:lv() vV, |~ N
intervalle de conﬁance au niveau de conﬁance 95%.
/
1
b. On avait {;, = 2t—— et : 22 —o car V(y(U)) < %W(g(U)).

Vo 2 S

Donc avec| N = |n/2] |, on obtient un intervalle de confiance de longueur plus petite.

. a. Les fonctions x - x; sont polynomiales donc de classe %2 sur l'ouvert ]0,+co[2, & valeurs dans ]0,+oo[.

. 1 . 1
La fonction t > 7 est &? sur |, +co[ donc par composition x > st €2 sur |0, +o0[>.
1

Donc (par somme) ’ f est de classe €2 sur |0, +oo[3.
b. Pour l'ordre 1: d;f(x)= 2,92f( )= 2,83f( )= -1
4x 1 x5 9x3
K 2
PourlordreZ:&ilf(x) » 3,3%2f 3,8§3f 9—3
*1 *2 *3

Les autres dérivées d’ordre 2 sont nulles.



— 0 0
Za‘i’
2 X1
c. Onasz(A): 0 3 0 |doncpour H=| x;, [#0:
2 2 X3
0 0 —
3
9az
1 2 2
t 2 _ 2 2 2
1 2 3

Donc‘ 'HV?2 f(A)H > 0 pour tout H # 0. ‘

. D’aprés les calculs qui précédent, on a V£ (A) non nul pour tout A dans ]0,+co[> donc il n’y a pas de point critique.

Donc ‘ f n'a pas d’extremum sur 'ouvert ]0,+oo[>. ‘

. Notons # = {(x1,x2,x3) € R3; x1 + x5 +x3 = 0}, alors : L = Vect ((1,1,1)).
Un triplet A = (x1,x2,x3) est un point critique de f sous la contrainte x; + x + x3 = 110 si et seulement si :

X1 +X2+x3=110 et Vf(A) e #+

ce qui conduit aux relations :

-1 -1 -1
X1 +xp+x3=110 et —5 5 € Vect((1,1,1))
xX] X5 9x3

C’est-a-dire :
+xp+ 110 et = =Lt
X1 X2 X3 = 672:—2:72
4x] x5 9x3
ce qui revient a (puisque les x; sont positifs) :
X1 +x2+x3 =110 et 2x1 = xp = 3x3

soit : 5
§x3 +3X3 +X3 = 110 et 2x1 =Xxp = 3x3
et finalement : ,
X3 = ﬁlloz 20 et 2x1 = x5 = 3x3.

Donc ‘ A =(30,60,20) est le seul point critique sous la contrainte x; + x + x3 = 110. ‘

. Soit x un vecteur de R3 vérifiant la contrainte, on peut I'écrire x = A + h avec h = (hy,hp, h3) € #.

Pour tout ¢ € [0,1], on pose @(t) = f(A + th), il s’agit d’une fonction de classe €2 sur [0,1] et la formule de Taylor avec

reste intégral donne :
1

(1) = p(0) + (1 - 0>cp’<0>+j0 (1- 1" (H)dt

c’est-a-dire : .
F(A+th) = f(A)+ <Vf<A>,h>+f0 (1= )" (1)dt.

OnaVf(A)e #+ethe# donc(Vf(A),h)=0.
D’autre part :
¢”(t) =thV?f(A+th)h >0
1
donc, par positivité de I'intégrale sur [0,1], on a J (1-t)”(t)dt.
0
Finalement, on a f(x) = f(A+th) > f(A).

Donc ‘ A est un minimum global sous la contrainte considérée. ‘

. Soit x € R. Puisque (T €1y),(T €1,),(T €I3) et (T ¢ [0, 1]) forment un systéme complet d’événements, il résulte de la
formule des probabilités totales :

P(g(0) < x) = P(T € 1) P(rer, ) (§(0) < x) + P(T € 1) Prer,) (8(0) < x) + P(T € I3) P(rery) (8(0) < x)
+P(T & [0,1]) Pre(o,1) (8(0) < x)
or T— %([0,1]) donc :

P(Tely)=a P(Tely)=b-a, P(Telz)=1-betP(T&[0,1])=0



puis :

P(g(0) < x) = alPrer,) ((0) < x) + (b= a)P(rer,) ((0) < x) + (1 = b)P(pery) (8(0) < x).
Enfin, on a pour j € {1,2,3} et par indépendance de T et U; (donc de T et g(U;)) :

P(1er) (s(0) <x)= P(tery) (8(Uj) <x)=P(g(Uj) <x)

d’ou :

P(g(0) < x) = alP (g(Uy) < x) + (b - a)P (3(Uy) < x) + (1 - b)P(g(U3) < x).

b. On a admis que les g(Uj) sont a densité donc les fonctions de répartition sont continues sur R et €'! sauf en un
nombre fini de points. Donc il en est de méme de la fonction de répartition de g(U).

Donc g(ﬁ) est a densité et une densité est, la ou ces fonction sont dérivables :

X > qu/'(UN (x)+ (b - “)Fé(Uz) (x)+(1- b)Fg’(US) (x)

et| fo(0) = #g(uy) + (b= a) fouy) + (1 -D) fy(us)
Donc, avec g = id continue sur [0,1]: fg = afy, +(b—a) fu, + (1 - D) fu,
D’ou pour t < 0: fr(t) = 0.

Site[0,a]:

1
fgt)=afy, () +(b-a) fu, )+ (1-b) fu, (t) =ax - +0+0=1
car les densités des lois uniformes sont nulle en dehors de leur intervalle caractéristique.
De méme sur les intervalles |a,b] et |b,1].

Donc | U — 20,1

¢. Ona fo @) = afguy) + (b=a) fo(uy)+(1-b) fg(Uy)-

+00 1
Puisqu’il s’agit de fonctions continues sur un segment, J- tg(t) fu, (t)dt = f g(t)dt converge absolument donc,
-0 0
par théoréme de transfert, g(U;) a une espérance :
+o0
Bl = [ g (nar

Quitte a majorer la valeur absolue par inégalité triangulaire, on en déduit que :

+00
f 18 (1) (afg(uy) + (=) fy(uy)+(1-) fo(us) ) A

est absolument convergente donc (théoréeme de transfert) g(U) a une espérance et :
+00
]E(g(U))=f 8()]afg(uy) + (0= a) fyruy + (1=0) fyruy |
_o<‘)"00 +00 +0oo
:aJ‘ () fu, () dt+(b- a)J- (t) fu, (t dt+J- tg(t) fu, (t)dt

—00 —00 —00

=aB(g(Up))+(b-a)E(g(Uz)) + (1 -b)E(g(U3)).

d. Les variables étant indépendantes et ayant une variance, Z a une variance et :
2m 1 2 m 2 n3
( )ZW (U1,1) (b anz)ZW (Ua,))) ( )ZW (Us k)

1\ 1\ 1\?
=(a*n ) mV(g(Up))+ ((b a)— ) nzv(g(Uz)H(l—b)*) 13V (g(U3))
1 np ns

=a fV(g( 1)+ (b-a) %V(g(Uz)H(l—b)zi\/(g(Ua))

e. Par linéarité on a:

113(2):&1711—1‘lez(g(U1Z +(b- anZZ]E (U,))) + lbn3Z]E 8(Us )

= 4= mE((U1) + (- a)inzlE<g<Uz>>+<1—b)in3r5<g<u3>>
1 12 n3

= alE(g(Uy)) + (b - a)E(g(U2)) + (1 - b)E(g(U3))
=E(g(0))=E(g(U) =]



car U et U ont la méme loi.
Donc Z est un estimateur de J sans biais.
D’autre part :

SV (GUD) + (b= =V ((U2) + (1 - b=V (g(U3)
1 ny n3

1 1 1

4”1 ny 9ﬂ3

V(Z,)=a?

avec la contrainte de 110 points, ny +ny +n3 =110.

Cette quantité est minimale, avec| n; = 30, np = 60 et n3 =20




